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Óâîä

Ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè íà ãîëÿìà ÷àñò îò ôèçè÷íèòå ïðîöåñè ñà

÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Òúé êàòî äàæå íàé-ïðîñòèòå îò òÿõ ñå

ðåøàâàò ìíîãî òðóäíî àíàëèòè÷íî è òîâà â ïîâå÷åòî ñëó÷àè íå å âúçìîæ-

íî, ñå ïðèáÿãâà êúì ïðèáëèæåíîòî èì ðåøàâàíå ñ ïîìîùòà íà ÷èñëåíè

ìåòîäè.

Îñíîâíèòå ñðåäñòâà çà äèñêðåòèçàöèÿ íà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ

ñà ìðåæîâèòå ìåòîäè � òîçè íà êðàéíèòå åëåìåíòè (ÌÊÅ) è íà êðàéíèòå

ðàçëèêè. Ðåçóëòàòúò îò äèñêðåòèçàöèÿòà å ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ.

Ãëàâíîòî ïðåäèìñòâî íà òåçè ìåòîäè å, ÷å ìàòðèöàòà íà ïîëó÷åíàòà ñè-

ñòåìà óðàâíåíèÿ å ðàçðåäåíà. Òîåñò, áðîÿò íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè âúâ

âñåêè ðåä è ñòúëá å îãðàíè÷åí îò êîíñòàíòà, êîÿòî íå çàâèñè îò ïàðà-

ìåòúðà íà äèñêðåòèçàöèÿ.

Çà ïîëó÷àâàíåòî íà íåîáõîäèìàòà íè òî÷íîñò íà ðåøåíèåòî, ñå íàëàãà

äèñêðåòèçàöèÿ ïðè ãîëÿìà ãúñòîòà íà ìðåæèòå. Òîâà âîäè äî ñèñòåìè ñ

áðîé íà íåèçâåñòíèòå îò ïîðÿäúêà íà õèëÿäè, ìèëèîíè è äàæå ìèëèàðäè.

Ðàçðàáîòåíè ñà ðàçëè÷íè àëãîðèòìè çà òàêèâà çàäà÷è.

Íàìèðàíåòî íà åôåêòèâíè àëãîðèòìè çà ðåøàâàíåòî íà ãîëåìè ñèñòå-

ìè ñ ðàçðåäåíè ìàòðèöè å ìíîãî âàæíî. Íàé-äîáðèÿò ïðÿê ìåòîä å òîçè

íà âëîæåíèòå ñå÷åíèÿ. Íåãîâàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò å O(N3=2), êúäå-

òî N å áðîÿò íà íåèçâåñòíèòå. Ðàçðàáîòâàò ñå ñúùî òàêà è èòåðàöèîííè

ìåòîäè. Ïðè òÿõ ðåøåíèåòî ñå ïîëó÷àâà êàòî ãðàíèöà íà ïîñëåäîâàòåë-

íè ïðèáëèæåíèÿ x0; x1; : : :, âñÿêî ñëåäâàùî îò êîèòî ñå ñòðîè ñ ïîìîùòà

íà ïðåäèøíèòå (íàé-÷åñòî ñàìî ÷ðåç ïîñëåäíîòî). Íàé-äîáðèÿò èçâåñòåí

èòåðàöèîíåí ìåòîä çà ñèñòåìè ñ ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè è ñèìåòðè÷íè

ìàòðèöè å òîçè íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò (conjugated gradient, CG). Íà

âñÿêà èòåðàöèÿ ïðè ðàçðåäåíà ìàòðèöà ñå èçâúðøâàò O(N) îïåðàöèè.

Áðîÿò íà èòåðàöèèòå çà äîñòèãàíå íà æåëàíàòà îò íàñ òî÷íîñò å ïðîïîð-

öèîíàëåí íà êâàäðàòíèÿ êîðåí îò ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà
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íà ñèñòåìàòà. Ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ íà çàäà÷àòà

��u = f (0.1)

çà ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà å â ñèëà:

� = O(N) ;

êúäåòî N å áðîÿò íà íåèçâåñòíèòå. Ïîëó÷àâàìå, ÷å áðîÿò íà èòåðàöèè-

òå ïðè ïðèëàãàíå íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò å O(N1=2). Îáùàòà

èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò ñòàâà O(N3=2), êîåòî å êîëêîòî è íàé-äîáðèÿò

ðåçóëòàò îò ïðåêèòå ìåòîäè.

Òîçè ðåçóëòàò ìîæå äà áúäå ïîäîáðåí îùå ÷ðåç ïðåîáóñëàâÿíå. Òîåñò,

âìåñòî ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà Ax = b, ðåøàâàìå ñèñòåìàòà E�1
T
AE�1y =

E�1b, y = Ex, êúäåòî E å íåîñîáåíà ìàòðèöà è ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò

íà ìàòðèöàòà E�1
T
AE�1 å ïî-ìàëêo îò ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà A.

Òàêà íàìàëÿâàìå áðîÿ íà èòåðàöèèòå. Òîçè ìåòîä ñå íàðè÷à ìåòîä íà

ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå (preconditioned conjugated gradient,

PCG). Ïðè íåãî, â åäíà îò ìîäèôèêàöèèòå ìó, å íåîáõäèìî ðåøàâàíå íà

ñèñòåìè ñ ìàòðèöà C = ETE íà âñÿêà ñòúïêà. Òàçè ìàòðèöà ñå íàðè-

÷à ïðåîáóñëîâèòåë. Îáùàòà ñòðàòåãèÿòà çà êîíñòðóèðàíå íà åôåêòèâíè

ïðåîáóñëîâèòåëè å äà ñúñùåñòâóâà åôåêòèâåí àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà

ñèñòåìè ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ C è ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà C�1A äà å

ìíîãî ïî ìàëêî îò òîâà íà A, òîåñò:

N

�
C�1x

�
<< N

�
A�1x

�

è

�
�
C�1H

�
<< � (H)

Â òàçè ðàáîòà ðàçãëåäàõìå ïðåîáóñëîâèòåëÿ îò òèïMIC(0) (ìîäèôè-

öèðàíà íåïúëíà ôàêòîðèçàöèÿ íà Õîëåöêè). Ïðè ïðèëàãàíåòî íà ìåòî-

äà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ MIC(0) ïðåîáóñëîâèòåë çà çàäà÷àòà (0.1)

áðîÿò íà îïåðàöèèòå å O(N5=4). Âúïðåêè ÷å ñúùåñòâóâàò è ïî-äîáðè ïðå-

îáóñëîâèòåëè, òîçè ñå îòêðîÿâà ñúñ ñúîòíîøåíèåòî ìåæäó ïðîñòîòà ïðè

ðåàëèçàöèÿòà è èç÷èñëèòåëíàòà ìó ñëîæíîñò.
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Äàæå ïðè äîáðèòå àëãîðèòìè èç÷èñëåíèÿòà ñà ãîëåìè ïî îáåì è ÷åñòî

åäèíñòâåíèÿò íà÷èí çà òÿõíîòî óñêîðÿâàíå ñà ïàðàëåëíèòå èç÷èñëåíèÿ.

Íàøàòà öåë áå äà ðåàëèçèðàìå åôåêòèâåí ïàðàëåëåí àëãîðèòúì, ðåàëè-

çèðàù MIC(0) ïðåîáóñëàâÿíåòî. Â ñúùíîñòòà ñè ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè

ñ MIC(0) ïðåîáóñëîâèòåë å ðåêóðñèâíî, êîåòî çàòðóäíÿâà ïàðàëåëíàòà

ðåàëèçàöèÿ. Òàêà ÷å íèå ïðèëîæèõìå ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè âúð-

õó çàâúðòÿíà òðèúãúëíà ìðåæà, ñ öåë äà ïîëó÷èì ìàòðèöà íà êîðàâèíà

ñúñ ñïåöèàëíà ñòðóêòóðà, êîÿòî äà íè ïîçâîëè äà ðàçïàðàëåëèì äîáðå

èç÷èñëåíèÿòà.

Ïàðàëåëíèÿò àëãîðèòúì áå ðåàëèçèðàí, êàòî òóê ñìå ïðèâåëè ðåçóë-

òàòèòå îò ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè êàêòî ïî îòíîøåíèå íà òî÷íîñòòà, òàêà

è ïî îòíîøåíèå íà ñêîðîñòòà è ïàðàëåëíàòà åôåêòèâíîñò.
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1 Ïðåîáóñëîâèòåë îò òèï MIC(0)

Íåêà A å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ðåàëíà ìàòðèöà ñ

ðàçìåðè N �N .

A = D � L� LT

Òóê D å äèàãîíàëíàòà ÷àñò íà ìàòðèöàòà A, à (�L) e ñòðîãî äîëíî

òðèúãúëíàòà ÷àñò íà A. Òîãàâà ùå òúðñèì MIC(0) ïðåóáîñëîâèòåë C âúâ

âèäà:

C = (X � L)X�1
�
X � LT

�
(1.1)

Äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà X ùå îïðåäåëèì îò óñëîâèåòî:

Ae = Ce; eT = (1; 1; : : : ; 1)

Òúé êàòî ùå èçïîëçâàìå ìàòðèöàòà C çà ïðåîáóñëîâèòåë, ñå èíòåðå-

ñóâàìå îò ñëó÷àÿ, êîãàòî xi;i > 0 . Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà:

Tåîðåìà 1.1 Íåêà A = (ai;j) å ñèìåòðè÷íà ðåàëíà ìàòðèöà ñ ðàçìåðè

N �N è A = D � L� LT å ðàçëàãàíå íà A è

L � 0

Ae � 0

Ae + LT e > 0 ; e = (1; 1; : : : ; 1)T 2 RN

Òîãàâà íàìèðàíåòî íà ìàòðèöà X, òàêàâà ÷å xi;i > 0, å âúçìîæíî è òî

ñòàâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

xi;i = ai;i �
i�1X
k=1

ai;k

xk;k

NX
j=k+1

ak;j

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà ìîæå äà áúäå íàìåðåíî â [3].

Çà çàäà÷àòà

��u = f (1.2)
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å â ñèëà ñëåäíàòà îöåíêà çà ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà C�1A,

ïîëó÷åíà ïðè äèñêðåòèçàöèÿòà:

�
�
C�1A

�
= O

�
N

1

2

�

Êàêòî ñå âèæäà îò (1.1), ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè ñ ìàòðèöà C ñå ñâå-

æäà äî ðåøàâàíå íà äâå ñèñòåìè ñ òðèúãúëíè ìàòðèöè è åäíà ñ äèàãî-

íàëíà. Ñëåäîâàòåëíî, àêî ìàòðèöàòà A å ðàçðåäåíà, òî çà ðåøàâàíåòî íà

ñèñòåìà ñ ìàòðèöàòà C òðÿáâà ñå èçâúðøâàò O(N) îïåðàöèè. Òðÿáâà äà

ïîä÷åðòàåì, ÷å â îáùèÿ ñëó÷àé, àêî íå çíàåì íèùî çà ñòðóêòóðàòà íà A,

ðåøàâàíåòî íà ïîëó÷àâàùèòå ñå òðèúãúëíè ñèñòåìè â C å ðåêóðñèâíî ïî

ðîäà ñè è íå ñå ïîääàâà íà åôåêòèâíî ðàçïàðàëåëÿâàíå.

Â ñëåäâàùàòà òàáëèöà ñìå èëþñòðèðàëè ñõîäèìîñòòà íà ìåòîäèòå íà

íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå (SD), ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò (CG) è ñïðåãíàòèÿ ãðà-

äèåíò ñ MIC(0) ïðåóáîñëîâèòåë (PCG), êàòî ñìå ïîêàçàëè áðîÿ íà èòåðà-

öèèòå, â çàâèñèìîñò îò ðàçìåðà íà äèñêðåòíàòà çàäà÷à. Òóê ðàçìåðúò íà

çàäà÷àòà n 2 f4; 8; 16; 32; 64; 128; 256g ñúîòâåòñòâà íà äâóêðàòíî ñãúñòÿ-

âàíå íà ìðåæàòà è ïî äâåòå íàïðàâëåíèÿ (äèñêðåòèçàöèÿòà å èçâúðøåíà

âúðõó ìðåæàòà ïðåäñòàâåíà â ñëåäâàùàòà ãëàâà). Êðèòåðèÿò çà ñïèðàíå

áå kAxi � bkC � 10�9kAx0 � bkC

n SD CG PCG

4 123 6 7

8 517 18 13

16 2119 39 19

32 8585 80 29

64 34577 162 42

128 138811 316 63

256 556273 630 91

Áðîÿò íà íåèçâåñòíèòå â ñèñòåìèòå å N = O(n2). È ïðè òðèòå ìåòî-

äà áðîÿò íà îïåðàöèèòå íà èòåðàöèÿ å O(N). Âèæäà ñå ÿñíî, ÷å áðîÿò
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íà èòåðàöèèòå ïðè ìåòîäà íà íàé-áúðçîòî ñïóñêàíå å O(n2) = O(N),

ïðè ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò å O(n) = O
�
N1=2

�
è ïðè ìåòîäà íà

ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ MIC(0) ïðåîáóñëîâèòåë å O
�
n1=2

�
= O

�
N1=4

�
.

Ïðåâúçõîäñòâîòî íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå å

î÷åâèäíî.
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2 Òðèàíãóëàöèÿ âúðõó çàâúðòÿíà ìðåæà.

Ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè

Äà ðàçãëåäàìå äâóìåðíàòà åëèïòè÷íà çàäà÷à:

Lu � �

 
@2u

@x2
+
@2u

@y2

!
+ qu = f (2.1)

uj@
 = 0 (2.2)


 = [0; 1]� [0; 1]

Çà äèñêðåòèçàöèÿòà �è (2.1) ïðèëîæèõìå ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè

(ÌÊÅ) âúðõó çàâúðòÿíà ìðåæà. Èçïîëçâàõìå ëèíåéíè òðèúãúëíè åëå-

ìåíòè. Èäåÿòà çà òàçè òðèàíãóëàöèÿ äîéäå îò [1].

Çà ïîñòðîÿâàíåòî �è ïðåêàðâàìå ëèíèè, óñïîðåäíè íà äèàãîíàëèòå íà

êâàäðàòà, òàêà ÷å òå äà äåëÿò ñòðàíèòå íà êâàäðàòà íà ÷àñòè, ðàâíè íà

h = 1
n�1

(n å ïàðàìåòúð çà ðàçìåðà íà òðèàíãóëàöèÿòà). Ñëåä òîâà âñÿêî

îò ïîëó÷åíèòå êâàäðàò÷åòà ðàçïîëîâÿâàìå ñ õîðèçîíòàëíà ëèíèÿ (âèæ

ôèã. 1). Ïîëó÷àâàò ñå 4n2 åäíàêâè ðàâíîáåäðåíè ïðàâîúãúëíè òðèúãúë-

íèêà. Íîìåðèðàìå âúòðåøíèòå âúçëè, çàïî÷âàéêè îò 1, ïî êîëîíè, îò

äÿñíî íà ëÿâî. Ðåä îò âúçëè ùå íàðè÷àìå âúçëèòå ðàçïîëîæåíè âúðõó

åäíà õîðèçîíòàëíà ëèíèÿ, à êîëîíà � âúçëèòå âúðõó åäíà âåðòèêàëíà

ëèíèÿ. Òàêà, îáùèÿò áðîé íà âúçëèòå (è ñúîòâåòíî íà íåèçâåñòíèòå) å

n2 + (n� 1)2 (n êîëîíè ïî n âúçåëà è n� 1 êîëîíè ïî n� 1 âúçåëà).

Ùå ìèíèìèçèðàìå ôóíêöèîíàëà íà Ðèö I
�
vh
�
â êðàéíî ìåðíîòî ïðî-

ñòðàíñòâî Sh, ñúñòàâåíî îò íà ÷àñòè ëèíåéíè ôóíêöèè vh:

I
�
vh
�

=
ZZ




0
@
 
@vh

@x

!2

+

 
@vh

@y

!2

+ qvh
2

1
A dx dy �

� 2
ZZ



fvh dx dy
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Ôèã. 1: Ìðåæàòà ïðè n = 6

Sh � HL =

(
vh;

@vh

@x
;
@vh

@y
2 L2 (
) ; v

h
j@
 = 0

)

I
�
vh
�

=
4n2X
i=1

ZZ
ei

0
@
 
@vhei
@x

!2

+

 
@vhei
@y

!2

+ qvhei
2

1
A dx dy �

�

4n2X
i=1

ZZ
ei
fvhei dx dy

vhei(x; y) = bei0 + bei1 x + bei2 y = P (x; y)bei

P (x; y) =
�
1 x y

�
bei =

�
bei0 bei1 bei2

�T
vhei (x

ei
1 ; y

ei
1 ) = qei1 = bei0 + bei1 x

ei
1 + bei2 y

ei
1

vhei (x
ei
2 ; y

ei
2 ) = qei2 = bei0 + bei1 x

ei
2 + bei2 y

ei
2

vhei (x
ei
3 ; y

ei
3 ) = qei3 = bei0 + bei1 x

ei
3 + bei3 y

ei
3
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Òóê ñ
�
xeij ; y

ei
j

�
è qeij ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíî êîîðäèíàòèòå è ñòîéíîñòòà

íà ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå âúâ âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèÿ åëåìåíò ei.0
BBB@
qei1

qei2

qei3

1
CCCA =

0
BBB@

1 xei1 yei1

1 xei2 yei2

1 xei3 yei3

1
CCCA

| {z }
H�1ei

0
BBB@
bei0

bei1

bei2

1
CCCA

qei = H�1ei
bei

bei = Heiq
ei

vhei = P (x; y)Heiq
ei

E =

0
B@

@vhei
@x
@vhei
@y

1
CA =

0
@ @P

@x
@P
@y

1
AHeiq

ei =

=

0
@ 0 1 0

0 0 1

1
A

| {z }
B

Heiq
ei = BHeiq

ei

 
@vhei
@x

!2

+

 
@vhei
@y

!2

= ETE = qeiTHT
ei
BTBHeiq

ei

vhei
2

= qeiTHT
ei
P TPHeiq

ei

Òîãàâà, êàòî çàìåñòèì, ïîëó÷àâàìå:

I
�
vh
�

=
4n2X
i=1

0
BBBBB@q

eiT HT
ei

ZZ
ei
BTB dx dyHei| {z }
K1
ei

qei+

+ qeiT HT
ei

ZZ
ei
q(x; y)P TP dx dyHei| {z }

K0
ei

qei

1
CCCCCA�

� 2
4n2X
i=1

ZZ
ei
f(x; y)P dx dyHei| {z }

FT
ei

qei =

=
4n2X
i=1

qeiT
�
K1

ei
+K0

ei

�
qei � 2

4n2X
i=1

qeiTFei
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I
�
vh
�
= QTKQ� 2F TQ (2.3)

Èíòåãðàëèòå ïðåñìÿòàìå ïðèáëèæåíî, ïðèëàãàéêè ïîâòîðíè êâàäðà-

òóðíè ôîðìóëè íà Ãàóñ.

Êàòî ìèíèìèçèðàìå (2.3) ïî ìåòîäà íà Ðèö, ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà:

KQ = F

Ñãëîáåíàòà ìàòðèöà íà êîðàâèíà K èìà íåíóëåâè åëåìåíòè ïî ãëàâ-

íèÿ äèàãîíàë, êàêòî è ïî äèàãîíàëèòå n � 1, n è 2n� 1 íàä è ïîä íåãî.

Òÿ èìà ñëåäíàòà áëî÷íà ñòðóêòóðà:

K =

0
BBBBBBBBBBBBBBBB@

K1;1 K1;2 K1;3 : : :

K2;1 K2;2 K2;3 K2;4 : : :

K3;1 K3;2 K3;3 K3;4 K3;5 : : :

K4;2 K4;3 K4;4 K4;5 K4;6 : : :
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

: : : K2n�2;2n�2 K2n�1;2n�1

: : : K2n�1;2n�2 K2n�1;2n�1

1
CCCCCCCCCCCCCCCCA

Òóê áëîêîâåòå Ki;j ñà ñ ðàçìåðè êàêòî ñëåäâà: K2k;2k(n � 1 � n � 1),

K2k;2k+2(n�1�n�1);K2k+2;2k(n�1�n�1);K2k+1;2k+1(n�n);K2k+1;2k+3(n�

n); K2k+3;2k+1(n�n); K2k;2k+1(n�1�n); K2k+1;2k(n�1�n); K2k+1;2k+2(n�

n�1); K2k+2;2k+1(n�n�1). Ìàòðèöèòå Ki;j, Ki;i�2 è Ki;i+2 ñà äèàãîíàëíè.

Ìàòðèöèòå Ki;i+1 è Ki+1;i ñà äâóäèàãîíàëíè.

Íà ôèã. 2 å ïîêàçàíà ìàòðèöàòà K çà n = 6. Íåíóëåâèòå åëåìåíòè ñà

îçíà÷åíè ñ ½*�. Çà ìîäåëíàòà çàäà÷à � êîãàòî q � 0 � ìàòðèöèòå Ki;i�2 è

Ki;i+2 ñà íóëåâè. Íåíóëåâèòå åëåìåíòè ïî äèàãîíàëà ñà ðàâíè íà 4, à òåçè

èçâúí íåãî � íà (�1). Ñëåäîâàòåëíî ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà îò òåîðåìà

1.1, çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ñòàáèëíà MIC(0) ôàêòîðèçàöèÿ.
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0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

� j� j� j j j j j j j j
� j�� j � j j j j j j j j
� j �� j � j j j j j j j j
� j �� j � j j j j j j j j
� j ��j � j j j j j j j j
�j �j �j j j j j j j j

�� j� j�� j� j j j j j j j
�� j � j �� j � j j j j j j j
�� j � j �� j � j j j j j j j
�� j � j �� j � j j j j j j j
��j �j ��j �j j j j j j j

� j� j� j� j� j j j j j j
� j�� j � j�� j � j j j j j j
� j �� j � j �� j � j j j j j j
� j �� j � j �� j � j j j j j j
� j ��j � j ��j � j j j j j j
�j �j �j �j �j j j j j j

j� j�� j� j�� j� j j j j j
j � j �� j � j �� j � j j j j j
j � j �� j � j �� j � j j j j j
j � j �� j � j �� j � j j j j j
j �j ��j �j ��j �j j j j j

j j� j� j� j� j� j j j j
j j � j�� j � j�� j � j j j j
j j � j �� j � j �� j � j j j j
j j � j �� j � j �� j � j j j j
j j � j ��j � j ��j � j j j j
j j �j �j �j �j �j j j j

j j j� j�� j� j�� j� j j j
j j j � j �� j � j �� j � j j j
j j j � j �� j � j �� j � j j j
j j j � j �� j � j �� j � j j j
j j j �j ��j �j ��j �j j j

j j j j� j� j� j� j� j j
j j j j � j�� j � j�� j � j j
j j j j � j �� j � j �� j � j j
j j j j � j �� j � j �� j � j j
j j j j � j ��j � j ��j � j j
j j j j �j �j �j �j �j j

j j j j j� j�� j� j�� j� j
j j j j j � j �� j � j �� j � j
j j j j j � j �� j � j �� j � j
j j j j j � j �� j � j �� j � j
j j j j j �j ��j �j ��j �j

j j j j j j� j� j� j� j�
j j j j j j � j�� j � j�� j �
j j j j j j � j �� j � j �� j �
j j j j j j � j �� j � j �� j �
j j j j j j � j ��j � j ��j �
j j j j j j �j �j �j �j �

j j j j j j j� j�� j� j��
j j j j j j j � j �� j � j ��
j j j j j j j � j �� j � j ��
j j j j j j j � j �� j � j ��
j j j j j j j �j ��j �j ��

j j j j j j j j� j� j�
j j j j j j j j � j�� j �
j j j j j j j j � j �� j �
j j j j j j j j � j �� j �
j j j j j j j j � j ��j �
j j j j j j j j �j �j �

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

Ôèã. 2: Òàêà èçãëåæäà ìàòðèöàòà K çà n = 6

Ñòðóêòóðàòà íà òðèúãúëíèòå ìàòðèöè â MIC(0) ôàêòîðèçàöèÿòà íà

K å ñúùàòà � ñ äèàãîíàëíè áëîêîâå ïî äèàãîíàëà. Òîâà áå è îñíîâíàòà

öåë ïðè èçïîëçâàíåòî íà òàçè òðèàíãóëàöèÿ.

Çà äà ïðîâåðèì òî÷íîñòòà íà ìåòîäà, ïðîâåäîõìå ÷èñëåíè åêñïåðè-
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ìåíòè ïðè:

q(x; y) = 2

f(x; y) = 2 (x(1� x) + y(1� y) + xy(1� x)(1� y))

è çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà n. Åòî è ðåçóëòàòèòå:

n kRnkC kRnkKn

4 0; 00192474 0; 0057688

8 0; 000511352 0; 00284628

16 0; 000132256 0; 00141618

32 3; 36684:10�5 0; 000707091

64 8; 49629:10�6 0; 000353414

128 2; 13421:10�6 0; 00017669

256 5; 34838:10�7 8; 83428:10�5

512 1; 33872:10�7 4; 41711:10�5

1024 3; 34887:10�8 2; 20855:10�5

2048 8; 37169:10�9 1; 10428:10�5

Òóê Rn = Qn�Un, êúäåòî Un å òî÷íîòî ðåøåíèå u(x; y) = x(1�x)y(1�y)

â òî÷êèòå îò ìðåæàòà, a Qn å ïðèáëèæåíîòî ðåøåíèå.

Âèæäà ñå, ÷å kRnkC íàìàëÿâà êàêòî O(h2), a kRnkKn
íàìàëÿâà êàêòî

O(h), êîåòî è î÷àêâàõìå îò òåîðèÿòà íà ÌÊÅ.
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3 Àíàëèç íà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà MIC(0)

PCG

Àëãîðèòúìúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëîâèòåë çà ñèñòåìàòà

Ax = b èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

x0 = 0; g0 = Ax0 � b; h0 = C�1g0; d0 = �h0; 
0 =
�
g0; h0

�
k = 0; 1; 2; : : :

tk = Adk

�k =

k

(dk; tk)

xk+1 = xk + �kd
k

gk+1 = gk + �kt
k

hk+1 = C�1gk+1


k+1 =
�
gk+1; hk+1

�
�k =


k+1


k

dk+1 = �kd
k
� hk+1

Íà âñÿêà èòåðàöèÿ ñå èçâúðøâà åäíî óìíîæåíèå íà ìàòðèöàòà A ñ

âåêòîð, äâå ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ íà âåêòîðè, òðè îïåðàöèè îò òèï

óìíîæåíèå íà ñêàëàð ñ âåêòîð ïëþñ âåêòîð, åäíî ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ñ

ïðåîáóñëîâÿâàùàòà ìàòðèöà C è äâå äåëåíèÿ. Òîåñò:

N
PCG�MIC(0)
it

�
A�1b

�
= N (Ax)+ 2N ((a; b))+ 3N (�a+ b)+N

�
C�1x

�
+2

Çà ïðîèçâåäåíèåòî Ax èìàìå: N = n2 + (n � 1)2 îïåðàöèè çà ïðîèç-

âåäåíèeòî íà ãëàâíèÿ äèàãîíàë ñ âåêòîðà x � (N � (2n � 1))2:2 çà ïðî-

èçâåäåíèÿòà íà äèàãîíàëèòå 2n� 1 è �2n+ 1 ñ x è ïðèáàâÿíåòî èì êúì

ðåçóëòàòà è îùå (2n�2):2:(n�1):2:2 îïåðàöèè (2(2n�2) ìàòðèöè Ki;i+1 è
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Ki;i=1 ïî 2 � (n� 1) åëåìåíòà è çà âñåêè åëåìåíò 2 îïåðàöèè � óìíîæåíèå

è ïðèáàâÿíå). Íàêðàÿ ïîëó÷àâàìå:

N (Ax) = 5(n2+(n�1)2)�4(2n�1)+2:2:2(2n�2)(n�1) = 26n2�50n+25

Â òåðìèíèòå íà N ïîëó÷àâàìå:

N (Ax) � 13N

Ïðè ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ ñå ðåøàâàò äâå ñèñòå-

ìè ñ òðèúãúëíè ìàòðèöè è åäíà ñ äèàãîíàëíà. Çà ðåøàâàíåòî íà åäíà

òðèúãúëíà ñèñòåìà ñ ãîðíîòðèúãúëíà ÷àñò îò ìàòðèöàòà À ñà íåîáõî-

äèìè (2n � 2)(n � 1)2:2 + (N � (2n � 1)):2) + N îïåðàöèè. Êàòî öÿëî

ïîëó÷àâàìå:

N

�
C�1x

�
= 2(3N + 2:2(2n� 2)(n� 1)� 2(2n� 1)) +N = 30n2� 54n+ 27

èëè

N

�
C�1x

�
� 15N

Âèæäà ñå, ÷å áðîÿò íà îïåðàöèèòå ïðè ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà ñ

ïðåîáóñëîâèòåëÿ å ïðèáëèçèòåëíî ðàâåí íà òåõíèÿ áðîé ïðè óìíîæåíè-

åòî íà ìàòðèöà ïî âåêòîð. Çà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå èìàìå 2N � 1 =

4n2 � 4n + 1 îïåðàöèè, çà îïåðàöèÿòa ñêàëàð ïî âåêòîð ïëþñ âåêòîð �

2N = 4n2 � 4n+ 2.

Â êðàéíà ñìåòêà ïîëó÷àâàìå:

N
PCG�MIC(0)
it

�
A�1b

�
= 76n2 � 124n+ 62

N
PCG�MIC(0)
it

�
A�1b

�
� 38N
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4 Ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ

Ïðè ñúñòàâÿíåòî íà ïàðàëåëíèÿ àëãîðèòúì íàé-âàæíèÿò âúïðîñ å êàê

äà áúäàò ðàçïðåäåëåíè äàííèòå ìåæäó ïðîöåñîðèòå.

Êàêòî âèäÿõìå â ãëàâà 2, ñòðóêòóðàòà íà òðèúãúëíèòå ìàòðèöè â

ïðåîáóñëîâèòåëÿ å ñ äèàãîíàëíè áëîêîâå ïî äèàãîíàëà. Ðåøåíèåòî íà

ñèñòåìà ñ òàêàâà ìàòðèöà ìîæå äà ñå ðàçäåëè íà 2n � 1 åòàïà. Êàòî íà

âñåêè åòàï ñå íàìèðàò íåèçâåñòíèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà âñåêè äèàãîíàëåí

áëîê. Âñÿêî íåèçâåñòíî çàâèñè îò íåèçâåñòíèòå â äðóãèòå áëîêîâå, íî íå è

îò òåçè â ñâîÿ, òàêà ÷å òå ìîãàò äà áúäàò ïðåñìÿòàíè íåçàâèñèìî åäíî îò

äðóãî. Òîâà íè íàâåæäà íà ìèñúëòà çà ðàçäåëÿíåòî íà âñåêè áëîê ìåæäó

âñè÷êè ïðîöåñîðè. Âñúùíîñò ñå ïîëó÷àâà òàêà, ÷å âñåêè ïðîöåñîð òðÿáâà

äà ïîëó÷è ïî åäèí èëè íÿêîëêî ïîñëåäîâàòåëíè ðåäà îò íåèçâåñòíè îò

ìðåæàòà (âèæ ôèã. 3). Ìàêñèìàëíèÿò áðîé íàòîâàðåíè ïî òîçè íà÷èí

ïðîöåñîðè å êîëêîòî è áðîÿò íà ðåäîâåòå � 2n� 1.

Ñëåäâàùèÿò ïðîáëåì, êîéòî òðÿáâà äà ðàçðåøèì, å êàê òî÷íî äà áú-

äàò ïðåäñòàâåíè ÷àñòèòå îò âåêòîðèòå â ïàìåòòà. Ñïåöèàëíàòà ñòðóêòóðà

íà ìðåæàòà, òîçè ïúò íè ñúçäàâà èçâåñòíè òðóäíîñòè � âúâ âñåêè ðåä,

êàêòî è âúâ âñÿêà êîëîíà, áðîÿò íà íåèçâåñòíèòå å ðàçëè÷åí. Ôàêòîðèòå,

êîèòî òðÿáâà äà âçåìåì ïðåäâèä, ñà:

� Åôåêòèâíî ðàçïðåäåëÿíå íà ïàìåòòà � òðÿáâà äà çàåìàìå âúçìîæ-

íî íàé-ìàëêî ïàìåò (òîåñò íå òðÿáâà äà èìàìå ìíîãî íåèçïîëçâàíè

åëåìåíòè);

� Åôåêòèâíî ðàçïðåäåëåíèå íà íåèçâåñòíèòå � òðÿáâà äà ìîæåì äà

ãè îáõîæäàìå âúçìîæíî íàé-áúðçî. Ñúùî òàêà, òðÿáâà äà ìîæåì

äà íàìèðàìå áúðçî ñúñåäèòå íà äàäåí åëåìåíò;

� Ìÿñòî çà åëåìåíòè, ½ïðèíàäëåæàùè� íà äðóãè ïðîöåñîðè. ×àñò îò

îïåðàöèèòå (óìíîæàâàíå íà ìàòðèöà ïî âåêòîð, êàêòî è ðåøàâàíå
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Ôèã. 3: Ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà ìåæäó òðè ïðîöåñîðà

íà òðèúãúëíà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ) èçèñêâàò äàííè è îò ñúñåäíèòå

ïðîöåñîðè;

� Ëåñíî îïðåäåëÿíå íà ìÿñòîòî íà åëåìåíòà îò íîìåðà ìó è îáðàò-

íîòî.

Çà îáõîæäàíåòî íà åëåìåíòèòå â äàäåí ïðîöåñîð èçïîëçâàìå ñïåöèà-

ëåí ïîêàçàëåö (èòåðàòîð). Òîé âñúùíîñò å óêàçàòåë êúì äàäåí åëåìåíò.

Ñàìî ÷å çà ðàçëèêà îò îáèêíîâåíèÿ óêàçàòåë, òîé ìîæå äà èçïúëíÿâà

ìàëêî ïîâå÷å ôóíêöèè, îñâåí ñòàíäàðòíàòà � äà îñèãóðÿâà äîñòúï äî

åëåìåíòà, êúì êîéòî ñî÷è. Òå ñà:

� Ïîçèöèîíèðàíå â ïúðâèÿ åëåìåíò â ïðîöåñîðà;

� Ïðåìåñòâàíå êúì åëåìåíòà â ëÿâî è â äÿñíî íà ñúùèÿ ðåä;
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� Ïðåìåñòâàíå êúì åëåìåíòà îòãîðå íà ñúùàòà êîëîíà;

� Ïðîâåðêà äàëè íå å èçëÿçúë èçâúí ãðàíèöèòå (â ëÿâî, â äÿñíî, èëè

îòãîðå);

� Ïðåìåñòâàíå â íà÷àëîòî íà ñëåäâàùèÿ ðåä;

� Ïðåìåñòâàíå â íà÷àëîòî íà ñëåäâàùàòà êîëîíà;

� Äîñòúï äî ñúñåäíèòå åëåìåíòè, áåç ïðîìÿíà íà ïîçèöèÿòà.

Òîçè ïîêàçàëåö, îñåí ÷å íè ïîçâîëÿâà äà ðåàëèçèðàìå áúðç, ñúùî êàê-

òî è ëîãè÷åí, äîñòúï äî åëåìåíòèòå â äàäåí ïðîöåñîð, íè ïîçâîëÿâà è äà

èçïîëçâàìå ðàçëè÷íè ôèçè÷åñêè ïîäðåäáè íà åëåìåíòèòå. Åòî íàïðèìåð

êàê ñå ðåàëèçèðà ôóíêöèÿ, êîÿòî ïðèáàâÿ åäèí âåêòîð êúì äðóã:

// X = X + Y

template<typename Vector>

void AddTo(Vector&X, const Vector &Y) // X è Y ñà âåêòîðè.

{

typename Vector::iter Xit = X.GetIter();

typename Vector::const_iter Yit = Y.GetIter();

// Xit è Yit ñà ïîêàçàëöè: åäèíèÿò êúì åëåìåíòè îò âåêòîðà X,

// äðóãèÿò - êúì åëåìåíòè îò âåêòîðà Y

// ++Xit ïðåìåñòâà ïîêàçàëåöà êúì

// åëåìåíòà â ëÿâî íà ñúùèÿ ðåä.

for(;Xit.NotEnd(); Xit.NextLine(),Yit.NextLine())

for(;Xit.NotEndOfLine(); ++Xit, ++Yit)

*Xit += *Yit;

}

Íèå èçïîëçâàõìå äâå ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿíèÿ íà âåêòîðèòå (íà òåõíè-

òå ÷àñòè â ïðîöåñîðèòå). Ïúðâîòî å ïëúòíî ïîäðåæäàíå íà åëåìåíòèòå
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ïî ðåäîâå (LineVector). Âòîðîòî ïðåäñòàâÿíå å ñúùî ïî ðåäîâå, ñàìî

÷å ñå ïàçÿò ïî äâà äîïúëíèòåëíè ðåäà îòãîðå è îòäîëó, çà äà ìîæå â

òÿõ äà ñå ïðåõâúðëÿò åëåìåíòè îò ñúñåäíèòå ïðîöåñîðè, êàêòî è ïî äâå

äîïúëíèòåëíè êîëîíè â ëÿâî è â äÿñíî, çà äà ñå èçáåãíàò ïðîâåðêèòå â

ãðàíè÷íèòå ñëó÷àè (èçëèøíèòå åëåìåíòè � ðåäúò îòäîëó â ïúðâèÿ ïðîöå-

ñîð, ðåäúò îòãîðå â ïîñëåäíèÿ ïðîöåñîð, êàêòî è äîïúëíèòåëíèòå êîëîíè

� ñå íóëèðàò)(BoundedLineVector).

Â àëãîðèòúìà ó÷àñòâà óìíîæåíèå íà ìàòðèöà ïî âåêòîð. Òúé êàòî

òÿ å ðàçðåäåíà, ÿ ïðåäñòàâÿìå êàòî âåêòîð îò íåíóëåâèòå åëåìåíòè âúâ

âñåêè ðåä. Ïî-òî÷íî çà âñåêè ðåä ñå ïàçÿò åëåìåíòèòå îò ñåäåìòå äèàãî-

íàëà: �2n + 1, �n, �n + 1, 0, n� 1, n, 2n� 1. Èçïîëçâàìå ïîâå÷å ïàìåò

îòêîëêîòî íè å íåîáõîäèìà (êàòî ñå âçåìå ïðåäâèä, ÷å ìàòðèöàòà K å

ñèìåòðè÷íà), íî òîâà íè ïîçâîëÿâà äà óìíîæàâàìå áúðçî ìàòðèöàòà ïî

âåêòîð. Ôèçè÷åñêîòî ïðåäñòàâÿíå å êàòî LineVector îò ìàñèâè ïî ñåäåì

åëåìåíòà. Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà îáõîæäàìå ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà ïî

ñúùèÿ íà÷èí, êàêòî îáõîæäàìå åëåìåíòèòå íà âåêòîðèòå.

Ñëåä êàòî ñìå ñè èçÿñíèëè ïðåäñòàâÿíåòî íà äàííèòå, îñòàâà äà ðåà-

ëèçèðàìå è íåîáõîäèìèòå íè îïåðàöèè.

Çà îïåðàöèèòå îò òèïà óìíîæàâàíå íà âåêòîð ñúñ ñêàëàð ñúáèðàíå

ñ äðóã âåêòîð íå íè òðÿáâà íèùî äðóãî, îâåí äà èçâúðøèì îïåðàöèÿòà

ïîåëåìåíòíî âúâ âñåêè ïðîöåñîð (ñòàâà êàêòî â ïðèìåðà ñ ïðèáàâÿíåòî

íà âåêòîð).

Çà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå, ñëåä êàòî ñóìèðàìå ïðîèçâåäåíèÿòà íà

ñúîòâåòíèòå åëåìåíòè âúâ âñåêè ïðîöåñîð, ñå íàëàãà äà ñå ñóìèðàò è

ñóìèòå îò âñåêè ïðîöåñîð.

Óìíîæàâàíåòî íà ìàòðèöàòà ñ âåêòîð å ìàëêî ïî-ñëîæíî. Òúé êà-

òî íè òðÿáâàò äàííè îò ñúñåäíèòå ïðîöåñîðè, ñå íàëàãà äà ñå èçâúðøè

ïðåõâúðëÿíåòî èì ïðåäè ñàìîòî óìíîæåíèå. Íà ôèã. 3 åëåìåíòèòå îò

âúçëèòå ñúñ çàïúëíåíè êðúã÷åòà íà ìðåæàòà òðÿáâà äà ñå ïðåõâúðëÿò â

ñúñåäíèÿ ïðîöåñîð. Ñëåä êàòî å èçâúðøåíî ïðåõâúðëÿíåòî, ñå èçâúðøâà

ñàìîòî óìíîæåíèå. (Óìíîæåíèåòî ìîæå äà áúäå èçâúðøåíî çà åëåìåí-
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i

i+n-1 i-n

i+n i-n+1

i+2n-1 i-2n+1

Ôèã. 4: Âúçëèòå, êîèòî ñúîòâåòñòâàò íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè îò i-òèÿ ðåä

íà ìàòðèöàòà

òèòå îò âúòðåøíèòå ëèíèè çà ïðîöåñîðà � òåçè, êîèòî íà ôèãóðàòà ñà ñ

íåçàïúëíåíè êðúã÷åòà � ïðåäè äà áúäàò ïîëó÷åíè åëåìåíòèòå îò ñúñåä-

íèÿ ïðîöåñîð). Èçïîëçâàíèòå åëìåíòè îò âåêòîðà, ïî êîéòî óìíîæàâàìå,

ñà òåçè îò ñúñåäíèòå âúðõîâå íà âúðõà i (âèæ ôèã. 4).

Îñòàâà äà ñå ðåøè ïàðàëåëíî è ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëàâÿùàòà ìàòðè-

öà. Ðåøåíèåòî å âñúùíîñò ðåøàâàíå íà òðè ñèñòåìè � åäíàòà ñ äîëíî-

òðèúãúëíà ìàòðèöà, äðóãàòà ñ ãîðíîòðèúãúëíà, à òðåòàòà ñ äèàãîíàëíà.

Ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà ñ äèàãîíàëíà ìàòðèöà å òðèâèàëíî.

Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà ñ äîëíîòðèúãúëíà ìàòðèöà. Ïîðàäè ñïåöè-

àëíàòà �è ñòðóêòóðà, ïðåñìÿòàíåòî íà âñÿêà êîëîíà îò åëåìåíòè ìîæå

äà áúäå èçâúðøåíî ïàðàëåëíî. Çàïî÷âàéêè îò ïúðâàòà êîëîíà (îò äÿñíî

íà ëÿâî),ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòèòå íà åëåìåíòèòå îò íåÿ, ñëåä òîâà èç-

âúðøâàìå êîìóíèêàöèè, çà äà ïðåõâúðëèì íåîáõîäèìèòå çà ïðåñìÿòàíå

íà ñëåäâàùàòà êîëîíà åëåìåíòè (îòíîâî òðÿáâà äà áúäàò ïðåõâúðëåíè

åëåìåíòèòå îò âúðõîâåòå ñúñ çàïúëíåíè êðúã÷åòà îò ôèã. 3), ñëåä òîâà

ïðåìèíàâàìå êúì ñëåäâàùàòà êîëîíà.

Ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìà ñ ãîðíîòðèúãúëíà ìàòðèöà å àíàëîãè÷íî ñ

ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìà ñ äîëíîòðèúãúëíà.

Ñåãà äà ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî íà êîìóíèêàöèèòå. Çà óìíîæåíèåòî íà

ìàòðèöàòà K ïî âåêòîð ñå ïðåõâúðëÿò ïî n åëåìåíòà êúì âñåêè îò ñúñåä-

íèòå ïðîöåñîðè. Çà ðåøàâàíåòî íà åäíà òðèúãúëíà ñèñòåìà îò ïðåîáóñëî-

âèòåëÿ òðÿáâà n ïúòè äà ñå ïðåõâúðëè ïî åäèí åëåìåíò êúì ñúñåäíèòå
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ïðîöåñîðè. Ïî-òî÷íî çà âñÿêà êîëîíà åäèí ïðîöåñîð, èëè èçïðàùà, èëè

ïîëó÷àâà êúì âñåêè åäèí îò ñúñåäèòå ñè. Ïðè òîâà âñè÷êè òåçè êîìóíè-

êàöèè ìåæäó ðàçëè÷íèòå ïðîöåñîðè ìîãàò äà áúäàò èçâúðøåíè åäíîâðå-

ìåííî. Çà ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå å íóæíà åäíà îïåðàöèÿ çà ñúáèðàíå

(gather) è åäíà îïåðàöèÿ çà ðàçïðúñêâàíå (broadcast) íà âñÿêà èòåðàöèÿ.

Òúé êàòî òå íå çàâèñÿò îò n, òÿõ ùå ãè ïðåíåáðåãíåì â ïî-íàòàòúøíèòå

ðàçãëåæäàíèÿ.

Âðåìåòî çà ïðåõâúðëÿíåòî íà N åëåìåíòà ìåæäó äâà ñúñåäíè ïðîöå-

ñîðà (òàêèâà ñà âñè÷êèòå êîìóíèêàöèè, êîèòî èçïîëçâàìå, îñâåí òåçè ïðè

ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå) ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî:

T comm = � + bN

Òóê � å òàêà íàðå÷åíèÿò startup time. Òîâà å âðåìåòî íåîáõîäèìî çà çà-

ïî÷âàíå íà ïðåõâúðëÿíåòî, b å âðåìåòî çà ïðåõâúðëÿíå íà åäèí åëåìåíò.

Òàêà çà âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè íà èòåðàöèÿ ïîëó÷àâàìå:

T comm
it = 2(� + bn) + 2(2n� 1)(� + b:1) = n(6b+ 4�)� 2b

Êàêòî âèäÿõìå â ãëàâà 3, áðîÿò íà àðèòìåòè÷åñêèòå îïåðàöèè íà èòå-

ðàöèÿ å:

N
PCG�MIC(0)
it

�
A�1b

�
� 38N

Áðîÿò íà îïåðàèöèòå íà èòåðàöèÿ âúâ âñåêè ïðîöåñîð ïðèáëèçèòåëíî

å ðàâåí íà:

N
PCG�MIC(0)
it=proc

�
A�1b

�
�

38N

k
;

êúäåòî k å áðîÿò íà ïðîöåñîðèòå. Àêî M îïåðàöèè ñå èçâúðøâàò çà Mt

âðåìå, òî çà âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿ å â ñèëà:

T
comp
it �

38Nt

k
+ n(6b+ 4�)� 2b

Çà óñêîðåíèåòî è åôåêòèâíîñòòà ñå ïîëó÷àâà, ÷å:

lim
n!1

S(n; k) = k

lim
n!1

E(n; k) = 1
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Çà ïî-ðåàëèñòè÷íà îöåíêà òðÿáâà äà çíàåì ìàëêî ïîâå÷å çà ïàðàìåòðèòå

� , b è t. Íà ïðàêòèêà � >> b è � >> t è çà ïîëó÷àâàíåòî íà äîáðî

óñêîðåíèå è äîáðà åôåêòèâíîñò òðÿáâà:

n >>
k�

t
:
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5 MPI ðåàëèçàöèÿ

Ïàðàëåëíèÿò àëãîðèòúì áå ðåàëèçèðàí ïîñðåäñòâîì áèáëèîòåêàòà MPI

(Message Passing Interface). MPI å ïðåäñòàâèòåë íà ïàðàäèãìàòà çà ïðî-

ãðàìèðàíå ÷ðåç ïðåäàâàíå íà ñúîáùåíèÿ (message passing). Òàçè ïàðàäèã-

ìà ñå èçïîëçâà ìíîãî øèðîêî â ðàçðàáîòâàíåòî íà ïàðàëåëíè ïðîãðàìè,

îñîáåíî ïðè ñèñòåìè ñ ðàçïðåäåëåíà ïàìåò. Ïðåäè ïîÿâàòà íà MPI, âñåêè

ïðîèçâîäèòåë íà ñóïåðêîìïþòðè ïðåäîñòàâÿøå ñîáñòâåíà áèáëèîòåêà çà

ðàáîòà ñ òÿõ. Òîâà, ðàçáèðà ñå, ïðå÷åøå íà ïðåíîñèìîñòòà íà ïðîãðàìè-

òå. Öåëòà íà ñúçäàòåëèòå íà MPI áå äà ñå ñúçäàäå åäèíåí èíòåðôåéñ çà

ïàðàëåëíî ïðîãðàìèðàíå. MPI å âçåë ïîëîæèòåëíèòå ÷åðòè íà ñúùåñòâó-

âàùèòå ïðåäè òîâà áèáëèîòåêè (PVM, PICL, Vertex è äð.). ×ðåç MPI

ñå ïîñòèãà åäíà ìíîãî äîáðà ïðåíîñèìîñò íà ïðîãðàìèòå. Ñúùî òàêà,

MPI ïîääúðæà õåòåðîãåííè ñèñòåìè, òîåñò âúðõó ñèñòåìè ñ ïðîöåñîðè

ñ ðàçëè÷íà àðõèòåêòóðà. Ïîñòèãàéêè äîáðà ïðåíîñèìîñò íà ïðîãðàìèòå,

MPI ïîçâîëÿâà è ñúçäàâàíåòî íà ìíîãî åôåêòèâíè ðåàëèçàöèè, êîåòî å

è íàé-ãîëÿìîòî ìó ïðåèìóùåñòâî è ïðè÷èíà çà âñå ïî-íàðàñòâàùàòà ìó

ïîïóëÿðíîñò.

Çà ðåàëèçèðàíå íà ïàðàëåëíèÿ àëãîðèòúì, íèå èçïîëçâàõìå åäíà íå

ãîëÿìà ÷àñò îò âúçìîæíîñòèòå íà MPI. Òîâà ñà ôóíêöèèòå MPI_Allreduce,

MPI_Send_init, MPI_Recv_init, MPI_Startall è MPI_Waitall. Îñíîâíè

ôóíêöèè, êîèòî èçïîëçâàõìå ñà MPI_Comm_rank è MPI_Comm_size. Ñëåä-

âà êðàòêî îïèñàíèå íà òÿõíîòî äåéñòâèå:

MPI_Comm_size � Òàçè ôóíêöèÿ âðúùà áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå, êîèòî

ùå èçïúëíÿâàò ïðîãðàìàòà. Òîçè áðîé íè å íåîáõîäèì, çà äà ðàçáåðåì íà

êîëêî ÷àñòè äà ðàçäåëèì äàííèòå;

MPI_Comm_rank � Âðúùà íîìåðà íà ïðîöåñîðà. Âñè÷êè ôóíêöèè çà

ïðèåìàíå èëè èçïðàùàíå íà ñúîáùåíèÿ ïðèåìàò è ïàðàìåòúð íîìåð íà

ïðîöåñîð, íà êîéòî èëè îò êîéòî ñå ïðàùà. Îñâåí òîâà, ñ ïîìîùòà íà òîçè

íîìåð âñåêè ïðîöåñîð ðàçáèðà êîÿ ÷àñò îò äàííèòå òðÿáâà äà îáðàáîòâà;
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Ñ ïîìîùòà íà ãîðíèòå äâå ôóíêöèè âñåêè ïðîöåñîð ïî âðåìå íà èç-

ïúëíåíèå íà ïðîãðàìàòà ½ðàçáèðà� êîëêî ñà âñè÷êèòå ïðîöåñîðè, êàêòî

è ñîáñòâåíèÿ ñè íîìåð. Ïðîöåñîðèòå ñà íîìåðèðàíè ñ ïîñëåäîâàòåëíè

íîìåðà, çàïî÷âàéêè îò íóëà äî áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå ìèíóñ åäèí. Òîâà

å âàæíî, çàùîòî âñè÷êè ôóíêöèè çà ïðåäàâàíå íà ñúîáùåíèÿ ïðèåìàò

êàòî ïàðàìåòúð íîìåðà íà ïîëó÷àòåëÿ èëè èçïðàùà÷à. Âñåêè ïðîöåñîð

â íàøèÿ àëãîðèòúì êîìóíèêèðà ñàìî ñúñ ñúñåäèòå ñè. Ñúñåäè íàðè÷à-

ìå ïðîöåñîðè ñ ïîñëåäîâàòåëíè íîìåðà. Ïúðâèÿò è ïîñëåäíèÿò ïðîöåñîð

îñúùåñòâÿâàò êîìóíèêàöèè ñàìî ñ ïî åäèí äðóã ïðîöåñîð (àêî ñå ðàçëè-

÷àâàò), à îñòàíàëèòå � ñ ïî äâà.

MPI_Allreduce � Â íàøàòà ïðîãðàìà ñå èçïîëçâà îò ñêàëàðíîòî ïðî-

èçâåäíèå, çà äà ñúáåðå ÷àñòè÷íèòå ñóìè îò âñè÷êè ïðîöåñîðè;

MPI_Send_init è MPI_Recv_init � Ñúçäàâàò çàÿâêè çà èçïðàùàíå è

ïîëó÷àâàíå íà äàííè. Ïî-êúñíî çàÿ-âêèòå ìîãàò äà áúäàò èçïúëíÿâàíè

ìíîãîêðàòíî;

MPI_Startall � Ïóñêà åäíà èëè íÿêîëêî çàÿâêè çà ïðàùàíå èëè ïîëó-

÷àâàíå çà èçïúëíåíèå. Òàçè ôóíêöèÿ ñå âðúùà âåäíàãà, ïîçâîëÿâàéêè äà

ñå èçâúðøâàò èç÷èñëåíèÿ, äîêàòî ñå èçâúðøâà êîìóíèêàöèÿòà. Íàïðè-

ìåð, êîãàòî óìíîæàâàìå ìàòðèöà ïî âåêòîð, ñëåä êàòî ïóñíåì çàÿâêèòå

çà ïðèåìàíå è èçïðàùàíå íà äàííèòå, íèå ìîæåì, äîêàòî òðàÿò êîìóíè-

êàöèèòå, äà èçâúðøèì ïðåñìÿòàíèÿòà çà òåçè åëåìåíòè, êîèòî íå çàâèñÿò

îò ïîëó÷àâàíèòå;

MPI_Waitall � Èç÷àêâà ïðèêëþ÷âàíåòî íà èçïúëíåíèåòî íà çàÿâêèòå.

Ñëåä êàòî ñå âúðíå, íèå âå÷å ñìå ïîëó÷èëè èëè èçïðàòèëè äàííèòå;

Â íàøèÿ ñëó÷àé å ìíãî óäîáíî èçïîëçâàíåòî íà êîìàíäè çà ïðèãîò-

âÿíå íà çàÿâêèòå è òàêèâà çà òÿõíîòî èçïúëíåíèå, çàùîòî íèå ïðåç öÿ-

ëîòî âðåìå èçïðàùàìå è ïîëó÷àâàìå äàííèòå îò è íà åäíè è ñúùè ìåñòà.

Çàÿâêèòå ÿñíîòàòà íà ïðîãðàìàòà, à ñúùî òàêà ïîçâîëÿâàò íà MPI ðå-

àëèçàöèÿòà äà íàïðàâè äîïúëíèòåëíè îïòèìèçàöèè, çà ïî-áúðçîòî èì

èçïúëíåíèå.
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6 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè

Ïðîâåäîõìå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè çà èçïúëíåíèåòî íà ïàðàëåëíèÿ

àëãîðèòúì. Åêñïåðèìåíòèòå áÿõà ïðîâåäåíè íà êëúñòåð, ñúñòàâåí îò ÷å-

òèðè äâóïðîöåñîðíè êîìþòúðà Power Macintosh, âñåêè îò êîèòî ñúñ 512

MB RAM è äâà ïðîöåñîðà G4 íà 450 Mhz. Êîìóíèêàöèèòå ìåæäó îò-

äåëíèòå ìàøèíè ñå èçâúðøâà ïî ëîêàëíà ìðåæà, a ìåæäó ïðîöåñîðèòå

â åäèí êîìþòúð � ïîñðåäñòâîì îáùà ïàìåò. Èçïîëçâàõìå LAM-MPI ðåà-

ëèçàöèÿòà íà MPI [6].

Çàäà÷àòà, êîÿòo ðåøèõìå å:

�

@2u

@x2
�

@2u

@y2
+ 2u = 2(x(1� x) + y(1� y)) + 2xy(1� x)(1� y)

â [0; 1]� [0; 1] ñ ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå.

Ñëåäâàò ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè. Â ïúðâàòà òàáëèöà ñà ïîêàçàíè âðå-

ìåíàòà çà ðåøàâàíå íà ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ íà åäèí ïðîöåñîð,

à â äðóãèòå äâå � ñàìî óñêîðåíèÿòà è åôåêòèâíîñòòà.

Âðåìåíà è áðîé èòåðàöèè

n 32 64 128 256 512 1024 1500

N 1985 8065 32513 130561 523265 2095105 4497001

áðîé èòåðàöèè 30 43 62 89 126 179 214

âðìå â ñåêóíäè 0.10 0.58 4.45 30.7 206 1374 3649

Óñêîðåíèÿ

n 32 64 128 256 512 1024 1500

S(n; 2) 1.21 1.68 1.96 1.85 1.92 2.03 2.02

S(n; 3) 0.24 0.46 0.97 1.72 2.45 2.97 2.86

S(n; 4) 0.22 0.46 1.11 1.97 2.88 3.76 3.95

S(n; 5) 0.20 0.40 0.96 1.99 3.25 4.48 4.86

S(n; 6) 0.18 0.39 1.03 1.99 3.55 5.23 5.73

S(n; 7) 0.19 0.38 0.95 1.78 3.63 6.02 6.31

S(n; 8) 0.19 0.39 1.00 2.28 3.97 6.37 6.76
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Åôåêòèâíîñò

n 32 64 128 256 512 1024 1500

E(n; 2) 0.60 0.84 0.98 0.93 0.96 1.02 1.01

E(n; 3) 0.08 0.15 0.32 0.57 0.81 0.99 0.95

E(n; 4) 0.06 0.12 0.27 0.49 0.72 0.94 0.98

E(n; 5) 0.04 0.08 0.19 0.40 0.65 0.90 0.97

E(n; 6) 0.03 0.07 0.17 0.33 0.59 0.87 0.96

E(n; 7) 0.03 0.05 0.14 0.25 0.51 0.86 0.90

E(n; 8) 0.02 0.05 0.13 0.29 0.50 0.80 0.84

Âèæäà ñå, ÷å ïðè ôèêñèðàí áðîé ïðîöåñîðè è ïðè óâåëè÷àâàíå íà ðàç-

ìåðà íà çàäà÷àòà, óñêîðåíèåòî ðàñòå êúì áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå, à åôåê-

òèâíîñòòà êëîíè êúì åäíî.

Ïîðàäè äðàñòè÷íàòà ðàçëèêà ìåæäó startup time-à è âðåìåòî çà îïå-

ðàöèÿ, êàêòî è î÷àêâàõìå, óñêîðåíèåòî è åôåêòèâíîñòòà ïðè ìàëêè ñòîé-

íîñòè íà n ñà ìíîãî ìàëêè.

Çàðàäè ôèçè÷åñêàòà îðãàíèçàöèÿ íà ïàìåòòà � äîñòúïúò äî íåÿ å îð-

ãàíèçèðàí íà íÿêîëêî íèâà ñ ðàçëè÷íî áúðçîäåéñòâèå � ñå ïîëó÷àâà, ÷å

äîñòúïúò äî ïî-ìàëêà ïî îáåì ïàìåò å ïî-áúðç. Ïðè ïàðàëåëíèÿ àë-

ãîðèòúì, ðàçäåëÿéêè èç÷èñëåíèÿòà ìåæäó ïðîöåñîðèòå, íèå ñúùî òàêà

ðàçäåëÿìå è äàííèòå, êàòî ñúîòâåòíî èçïîëçâàìå ïî-ìàëêî ïàìåò âúâ

âñåêè åäèí ïðîöåñîð. Òîâà å åäíà îò ïðè÷èíèòå çà ïî-ãîëÿìàòà ñêîðîñò

íà èçïúëíåíèå íà ïðîãðàìàòà íà ïîâå÷å îò åäèí ïðîöåñîð, êàêòî å è ïðè-

÷èíàòà çà åôåêòèâíîñòèòå ïî-ãîëåìè îò 1. Òîçè åôåêò å è ïðè÷èíàòà çà

ïî-ãîëÿìîòî óâåëè÷åíèå íà âðåìåòî çà èçïúëíåíèå, â ñðàâíåíèå ñ áðîÿ

íà îïåðàöèèòå.

Â ñëåäâàùàòà òàáëèöà ñà ïîêàçàíè âðåìåíàòà çà èç÷èñëåíèÿ è çà êî-

ìóíèêàöèè íà èòåðàöèÿ. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì îáà÷å, ÷å ïðè ïðîãðàìíàòà

ðåàëèçàöèÿ, êîìóíèêàöèèòå ñå çàñòúïâàò ñ èç÷èñëåíèÿòà âúâ âðåìòî. Ðå-

àëíîòî èì âðåìåòðàåíå å ïî-ãîëÿìî. Âðåìåòî ïîêàçàíî òóê å âðåìòî çà

èç÷àêâàíå äî ïðèêëþ÷âàíå íà êîìóíèêàöèèòå � êîãàòî ïîëó÷åíèòå (èëè

èçïðàòåíèòå) äàííè íè òðÿáâàò çà ïî-íàòàòúøíèÿ õîä íà èç÷èñëåíèÿòà.
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n 64 128 256 512 1024 1500

T
comp
it (n; 1) 0.139 0.0771 0.3821 1.7985 8.4497 16.983

T
comp
it (n; 2) 0.0064 0.03538 0.1967 0.8803 3.8242 8.2251

T
comp
it (n; 4) 0.0038 0.01457 0.0867 0.4202 1.7834 3.6846

T
comp
it (n; 8) 0.0025 0.0076 0.0378 0.1907 0.8397 1.7712

T comm
it (n; 2) 0.0032 0.0063 0.0160 0.0401 0.1052 0.2251

T comm
it (n; 4) 0.0301 0.0590 0.1166 0.2236 0.3831 0.6361

T comm
it (n; 8) 0.038 0.0744 0.1343 0.2673 0.4972 0.7486

Íàáëþäàâà ñå, ÷å êîãàòî n å ìàëêî, âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè å ìíîãî

ïî-ãîëÿìî îò âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿòà � çàòîâà è ñå ïîëó÷àâà ëîøàòà

åôåêòèâíîñò. Îáà÷å ñ íàðàñòâàíåòî íà n, êàêòî è î÷àêâàõìå, âðåìåòî

çà êîìóíèêàöèè ðàñòå ïî-áàâíî îò âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿòà è ñúîòâåòíî

ñå ïîëó÷àâà ïî-äîáðà åôåêòèâíîñò. Ñúùî òàêà, ìíîãî äîáðå ñå âèæäà,

÷å âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè â ñëó÷àÿ ñ äâà ïðîöåñîðà, å ìíîãî ïî-ìàëêî

îò âðåìåòî ïðè ïîâå÷å ïðîöåñîðè. Òîâà å òàêà çàðàäè ñòðóêòóðàòà íà

êëúñòåðà.

Ìíîãî äîáðå ñå âèæäà, ÷å âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿòà íàìàëÿâà îáðàòíî

ïðîïîðöèîíàëíî íà áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå. Òúé êàòî êîìóíèêàöèèòå ñå

çàñòúïâàò ñ èç÷èñëåíèÿòà âúâ âðåìåòî, à âðåìåòî çà òÿõ íàìàëÿâà, ñå

íàáëþäàâà ëåêî óâåëè÷åíèå íà âðåìåòî çà èç÷àêâàíå ìåæäó òåñòîâåòå ñ

÷åòèðè è òåçè ñ îñåì ïðîöåñîðà.
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Çàêëþ÷åíèå

Â òàçè ðàáîòà ðàçãëåäàõìå íåïúëíàòà MIC(0) ôàêòîðèçàöèÿ, êàòî ìå-

òîä çà ïðåîáóñëàâÿíå íà äâóìåðíà åëèïòè÷íà çàäà÷à. Âèäÿõìå, ÷å òîâà å

åäèí äîáúð ìåòîä, ïðèëàãàíåòî íà êîéòî äàâà îòëè÷íè ðåçóëòàòè. Âúïðå-

êè ðåêóðñèâíàòà ìó ñúùíîñò, ïîñðåäñòâîì çàâúðòÿíà ìðåæà è ïðèëàãàé-

êè ÌÊÅ âúðõó íåÿ, ïîñòèãíàõìå ñïåöèàëíà ñòðóêòóðà íà ìàòðèöàòà íà

êîðàâèíà, ñúñòàâåíà îò äèàãîíàëíè áëîêîâå ïî äèàãîíàëà.

Òàçè ñòðóêòóðà íè ïîçâîëè äà ðàçïàðàëåëèçèðàìå èç÷èñëåíèÿòà âúâ

âñåêè òàêúâ äèàãîíàëåí áëîê, ñúñòàâÿéêè ïî òîçè íà÷èí åäèí ìíîãî

äîáúð ïàðàëåëåí àëãîðèòúì.

Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè, ïðè íàïðàâåíèòå îò íàñ òåñòîâå, íàïúëíî ïîò-

âúðäèõà íàøèòå î÷àêâàíèÿ, êàêòî îòíîñòî òî÷íîñòòà íà ìåòîäà, òàêà è

îòíîñíî íåãîâàòà åôåêòèâíîñò.

Ðàçáèðà ñå, åôåêòèâíîñòòà íà àëãîðèòúìà ìîæå îùå äà ñå ïîäîáðÿâà.

Àêî íàïðèìåð ñãúñòÿâàìå ìðåæàòà ñàìî âúâ âåðòèêàëíî íàïðàâëåíèå, ùå

ïîñòèãíåì óâåëè÷åíèå íà òî÷íîñòòà íà ðåøåíèåòî, áåç íèêàêâî íàðàñòâà-

íå íà ðàçìåðà íà êîìóíèêàöèèòå, êîåòî ùå ïðîìåíè ñúîòíîøåíèåòî èç-

÷èñëåíèÿ - êîìóíèêàöèè, êîåòî å âñúùíîñò è ïðè÷èíàòà çà íå îñîáåíî

ãîëÿìàòà åôåêòèâíîñò íà àëãîðèòúìà ïðè ìàëêè ðàçìåðè íà äèñêðåòíà-

òà çàäà÷à.
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