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Óâîä
Îáçîð íà èçñëåäâàíàòà îáëàñò è àêòóàëíîñò íà òåìàòàÂúçíèêâàíåòî íà ïàðàëåëíèòå àðõèòåêòóðè è ðàçâèòèåòî íà êîìïþòúðíèòå òåõíî-ëîãèè ìîòèâèðà íàðàñíàëèÿ èíòåðåñ êúì êîíñòðóèðàíåòî íà å�åêòèâíè ïàðàëåëíèàëãîðèòìè çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è îò ïî÷òè âñè÷êè ñúâðåìåííè íàó÷íè îáëàñòè. Íàñ-òîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñúùî å íàñî÷åíà êúì êîíñòðóèðàíå è èçñëåäâàíå íà ïàðàëåëíèàëãîðèòìè.Èçó÷àâàíåòî íà äàäåíî ÿâëåíèå èëè ïðîöåñ èçèñêâà ïîçíàâàíå íà ïàðàìåòðèòå,êîèòî ãî îïèñâàò (êàòî êîíöåíòðàöèÿ, òåìïåðàòóðà è äð.). Çà öåëòà å íåîáõîäèìàïðîöåäóðà çà êîëè÷åñòâåíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà ïàðàìåòðèòå. Äèðåêòíîòî èçìåðâàíåè íàáëþäåíèå íà èíòåðåñóâàùèòå íè âåëè÷èíè ïîíÿêîãà ñå îêàçâàò òâúðäå ñêúïè, à âìíîãî ñëó÷àè ñà íåâúçìîæíè. Òóê íà ïîìîù èäâà êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå. Òî å âîñíîâàòà íà ìíîãî îò íàé-çíà÷èìèòå äîñòèæåíèÿ â ñúâðåìåííàòà íàóêà è òåõíîëîãèè.Â îáëàñòè êàòî ìîëåêóëÿðíà áèîëîãèÿ, ÿäðåíà �èçèêà, ãåî�èçèêà, ìåòåîðîëîãèÿ,àåðîäèíàìèêà, åëåêòðîíèêà, ìàòåðèàëîçíàíèå è åêîëîãèÿ, êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíåå îñíîâíî èçñëåäîâàòåëñêî ñðåäñòâî.Êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå å ñëîæåí èíòåðäèñöèïëèíàðåí ïðîöåñ, êîéòî îáõâàùàïîñëåäîâàòåëíîñò îò ðàçëè÷íè ìîäåëè, ñúçäàäåíè íà íÿêîëêî ñòúïêè. Íà ïúðâàòàñòúïêà, ñ ïîìîùòà íà ïîäõîäÿùè çàêîíè è êàòî ñå ïðåíåáðåãíàò ïî-íåñúùåñòâåíè�àêòîðè, ñå ñúçäàâà àïðîêñèìàöèÿ íà ðåàëíèÿ ïðîöåñ � �èçè÷åí (õèìè÷åí è ò. í.)ìîäåë. Ñëåä òîâà, òîé ñå ïðåîáðàçóâà â ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë, àäåêâàòíî îòðàçÿâàùðåçóëòàòèòå îò ïëàíèðàíè åêñïåðèìåíòè è íàáëþäåíèÿ. Íàé-÷åñòî ìàòåìàòè÷åñêè-ÿò ìîäåë ñå ñúñòîè îò äè�åðåíöèàëíè è/èëè èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ, êîèòî îïèñâàòíåèçâåñòíèòå ïàðàìåòðè íà èçñëåäâàíèÿ ïðîöåñ. Â ïîâå÷åòî ñëó÷àè óðàâíåíèÿòà îòìàòåìàòè÷åñêèÿ ìîäåë íå ìîãàò äà ñå ðåøàò â ÿâåí âèä è çàòîâà ñå ïðèëàãà ÷èñëåíìåòîä çà òÿõíàòà äèñêðåòèçàöèÿ. Òàêà ñå ñúçäàâà äèñêðåòåí ìîäåë, êîéòî îáèêíî-âåíî ñå ñúñòîè îò ñèñòåìè ëèíåéíè èëè íåëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ. Íà òîçèåòàï ñòàâàò íåîáõîäèìè: 1) å�åêòèâíè ìåòîäè è àëãîðèòìè çà ðåøàâàíå íà ïîëó÷å-9



10 Óâîäíèòå ñëåä äèñêðåòèçàöèÿòà ñèñòåìè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ; 2) âèñîêîïðîèçâîäèòåëíèêîìïþòúðíè ïðîãðàìè, êîèòî â ìàêñèìàëíà ñòåïåí èçïîëçâàò âúçìîæíîñòèòå è àð-õèòåêòóðàòà íà ñúâðåìåííèòå èç÷èñëèòåëíè ñèñòåìè. Êîíñòðóèðàíåòî íà ïîäõîäÿù÷èñëåí ìåòîä è íàïèñâàíåòî íà êîìïþòúðíà ïðîãðàìà çà íåãîâàòà ðåàëèçàöèÿ (èëèèçáîðúò èçìåæäó âå÷å ñúùåñòâóâàùèòå òàêèâà) ïðåäñòàâëÿâàò êîìïþòúðåí ìîäåë íàèçõîäíèÿ ïðîöåñ. Ïîñëåäíèÿò åòàï ñå ñúñòîè îò ïðîâåæäàíå íà èç÷èñëèòåëíè åêñïå-ðèìåíòè è âèçóàëèçàöèÿ è àíàëèç íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè. Öåëòà å äà ñå ïðîâåðèñúçäàäåíèÿ ìîäåë è äà ñå îöåíè àäåêâàòíîñòòà ìó çà èçñëåäâàíå íà èçõîäíîòî ÿâëå-íèå. Àêî ñå íàëàãà ïîäîáðÿâàíå íà ìîäåëà, ñå èçâúðøâàò îòíîâî ÷àñò îò ñòúïêèòåíà òîçè ïðîöåñ. Îñíîâíèòå åòàïè íà êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå ñà ïðåäñòàâåíè íà
ïðîâåðêàíàìîäåëà
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- Ïðîöåñ/ÿâëåíèå# çàêîíèÔèçè÷åí (õèìè÷åí è äð.) ìîäåë#Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë# äèñêðåòèçàöèÿÄèñêðåòåí ìîäåë???y 1) ÷èñëåí ìåòîä2) ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿÊîìïþòúðåí ìîäåë#×èñëåíè åêñïåðèìåíòè è àíàëèçÔèã. 1: Åòàïè íà êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå.Ôèãóðà 1. Íåçàâèñèìî îò îãðîìíèÿ ïðîãðåñ ïî îòíîøåíèå íà ïðîèçâîäèòåëíîñòòà íàèç÷èñëèòåëíàòà òåõíèêà, îïðåäåëÿùè çà ðàçâèòèåòî íà êîìïþòúðíîòî ìîäåëèðàíå ñàïîñòèæåíèÿòà â îáëàñòòà íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè è àëãîðèòìèòå çà òÿõíàòà ðåàëèçàöèÿ.Ïîëó÷åíîòî ÷ðåç êîìïþòúðíî ìîäåëèðàíå ðåøåíèå å òîëêîâà ïî-áëèçî äî ðåàëíî-òî ïîâåäåíèå íà èçñëåäâàíèÿ ïðîöåñ, êîëêîòî ïî-òî÷íè ñà êîíñòðóèðàíèòå íà âñÿêàñòúïêà ìîäåëè. Â ñúùîòî âðåìå, ïî-ãîëÿìàòà òî÷íîñò âîäè äî ïî-ñëîæíè ìîäåëè, ïðèêîåòî íàðàñòâà íóæäàòà îò èçïîëçâàíåòî íà ñúâðåìåííè ïàðàëåëíè êîìïþòðè. Òîâàíàëàãà ñúçäàâàíåòî íà ïîäõîäÿùè äèñêðåòíè ìîäåëè è êîíñòðóèðàíåòî íà ïàðàëåëíèàëãîðèòìè è ïðîãðàìè çà ðåøàâàíå íà ñúîòâåòíèòå ñèñòåìè. Òåìàòà íà íàñòîÿùàòàäèñåðòàöèÿ å ìîòèâèðàíà îò òîâà ïðèîðèòåòíî íàïðàâëåíèå íà êîìïþòúðíîòî ìîäå-ëèðàíå.Èçõîäåí ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë çà èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä å êëàñúò



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 11íà ëèíåéíèòå åëèïòè÷íè ãðàíè÷íè çàäà÷è îò âòîðè ðåä. Îñâåí ñàìîñòîÿòåëíî çíà÷å-íèå, ðàçâèòèåòî â îáëàñòòà íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè è àëãîðèòìè çà ëèíåéíè åëèïòè÷íèçàäà÷è èìà ïðèíîñ è ïðè ðåøàâàíåòî íà íåëèíåéíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ïðè-÷èíàòà å, ÷å èòåðàöèîííèòå ìåòîäè çà íåëèíåéíè çàäà÷è ñå ñúñòîÿò îò ðåäèöè îòñïîìàãàòåëíè ëèíåéíè çàäà÷è. Îáùàòà òåîðèÿ ðàçðàáîòåíà â êíèãàòà íà I. Farag�o,J. Kar�atson [46℄ äàâà âúçìîæíîñò çà å�åêòèâíî ïðèëàãàíå íà áúðçè àëãîðèòìè çàêëàñîâå ëèíåéíè çàäà÷è ïðè ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè åëèïòè÷íè çàäà÷è ñïîìîùòà íà ïðåîáóñëàâÿùè îïåðàòîðè. Â ÷àñòíîñò, ïðåäëîæåíèÿò îò O. Axelsson,I. Farag�o, J. Kar�atson [12℄ àëãîðèòúì, îñíîâàâàù ñå íà ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà íà ïî-äîáëàñòè, äàâà âúçìîæíîñò çà êîíñòðóèðàíå íà îïòèìàëíè ìåòîäè è àëãîðèòìè çàìîäåëèðàíå íà ìíîãîñëîéíè íåëèíåéíè ñðåäè.Ñúùåñòâóâàò ðàçíîîáðàçíè ïîäõîäè çà êîíñòðóèðàíå íà äèñêðåòåí ìîäåë. Òóêùå ñïðåì âíèìàíèåòî ñè íà îíåçè îò òÿõ, èçïîëçâàíè ïðè èçñëåäâàíèÿòà â äèñåð-òàöèÿòà. Ìåòîäúò íà êðàéíèòå ðàçëèêè (ÌÊ�) è ìåòîäúò íà êðàéíèòå åëåìåíòè(ÌÊÅ) ñà îñíîâíè ñðåäñòâà çà äèñêðåòèçàöèÿ íà äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (âæ.íàïð. [3, 5, 55℄). Òÿõíîòî ïðèëàãàíå âîäè äî ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ëèíåéíè àëãåá-ðè÷íè óðàâíåíèÿ (ÑËÀÓ) ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò. Ìàòðèöèòå íà òàêèâà ñèñòåìè ñà ñðàçðåäåíà ñòðóêòóðà, ò. å. áðîÿò íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè å ïðîïîðöèîíàëåí íà áðîÿíà íåèçâåñòíèòå. Òîâà å åäíî îò íàé-âàæíèòå ñâîéñòâà íà òåçè ñèñòåìè è å â îñíîâàòàíà êîíñòðóèðàíåòî íà å�åêòèâíè àëãîðèòìè çà òÿõíîòî ðåøàâàíå. Ïîíÿòèåòî ãîëÿ-ìà ðàçìåðíîñò ñå ïðîìåíÿ ñ íàðàñòâàíå íà ïðîèçâîäèòåëíîñòòà íà èç÷èñëèòåëíàòàòåõíèêà. Ñúâðåìåííîòî ðàçáèðàíå çà çàäà÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò å ñâúðçàíî ñ áðîéíà íåèçâåñòíèòå îò ïîðÿäúê 106 � 109 è äîðè 1012. ÌÊ� è ÌÊÅ ñà ïðåäñòàâèòåëèíà ìðåæîâèòå ìåòîäè. Ïðè îïðåäåëåíè ïðåäïîëîæåíèÿ ìàòðèöèòå íà ïîëó÷àâàíèòåëèíåéíè ñèñòåìè ñà ñ áëèçêè ñâîéñòâà è äîðè ìîãàò äà ñúâïàäàò. Íåçàâèñèìî îò òîâà,èìà êëàñîâå çàäà÷è, ïðè êîèòî ñå ïðåäïî÷èòà åäèí îò òÿõ. Èçñëåäâàíèÿòà â äèñåð-òàöèÿòà èçïîëçâàò òåðìèíîëîãèÿòà è íà äâàòà ìåòîäà â çàâèñèìîñò îò ñâîéñòâàòà íàèçõîäíàòà äè�åðåíöèàëíà çàäà÷à.ÌÊ� å îñîáåíî ïðèâëåêàòåëåí çà ïðîñòè îáëàñòè êàòî ïðàâîúãúëíèöè è êîãàòî ñàèçïîëçâàíè ðàâíîìåðíè ìðåæè. Ìàòðèöèòå, ïîëó÷åíè îò òåçè äèñêðåòèçàöèè, ÷åñòîñà äîáðå ñòðóêòóðèðàíè, êàòî ñå ñúñòîÿò îò íÿêîëêî íåíóëåâè äèàãîíàëà. Ìàòðèöàòàíà ñúîòâåòíàòà ÑËÀÓ çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè ìîæå äà ñå ïðåäñòàâèêàòî ñóìà îò òåíçîðíè ïðîèçâåäåíèÿ ñ ìàòðèöè, ïîëó÷åíè ÷ðåç äè�åðåí÷íà àïðîê-ñèìàöèÿ íà åäíîìåðíè äè�åðåíöèàëíè îïåðàòîðè. Çà ïî-ñëîæíè îáëàñòè è çàäà÷èñúñ ñïåöè�è÷íè îñîáåíîñòè íà êîå�èöèåíòèòå, ÌÊÅ èìà îïðåäåëåíè ïðåäèìñòâà ïîîòíîøåíèå íà îáùíîñòòà è àëãîðèòìèòå çà íåãîâàòà ðåàëèçàöèÿ.



12 ÓâîäÌíîãî âàæíè ïðèëîæíè çàäà÷è ñå ìîäåëèðàò ÷ðåç ãðàíè÷íè çàäà÷è, êîèòî èìàòñèëíà õåòåðîãåííîñò è àíèçîòðîïèÿ íà ñðåäàòà. Ñìåñåíèÿò ìåòîä íà êðàéíèòå åëå-ìåíòè å èçâåñòåí êàòî íàé-äîáðèÿò óíèâåðñàëíî ïðèëîæèì ïîäõîä çà äèñêðåòèçàöèÿíà òàêèâà çàäà÷è (âæ. íàïð. F. Brezzi, M. Fortin [30℄). Òàçè òåõíèêà âîäè äî óâåëè÷à-âàíå íà ðàçìåðíîñòòà íà ñèñòåìàòà ËÀÓ, ÷èåòî ðåøàâàíå äîïúëíèòåëíî ñå óñëîæíÿâàîò �àêòà, ÷å çàäà÷àòà å îò òèï ñåäëîâà òî÷êà. D.N. Arnold, F. Brezzi [9℄ ñà ïîêàçàëè,÷å àïðîêñèìàöèÿòà ÷ðåç ñìåñåí ÌÊÅ ñ åëåìåíòè íà Raviart-Thomas îò íàé-íèñúêðåä å åêâèâàëåíòíà íà ñòàíäàðòíàòà àïðîêñèìàöèÿ ñ ëèíåéíè íåêîí�îðìíè åëåìåí-òè íà Crouzeix-Raviart. Ïî-íàòàòúê, òàêèâà çàâèñèìîñòè ñà óñòàíîâåíè è èçñëåäâàíèçà äðóãè âàðèàíòè íà ñìåñåíèÿ ìåòîä è ñúîòâåòíè íåêîí�îðìíè ÊÅ [8, 34℄. Ïîâå÷åïîäðîáíîñòè îòíîñíî òðèúãúëíè íåêîí�îðìíè ÊÅ ìîãàò äà ñå íàìåðÿò íàïðèìåð â[40, 45, 47℄. ×åòèðèúãúëíè íåêîí�îðìíè ÊÅ, îñíîâàâàùè ñå íà çàâúðòåíè ìóëòè-ëèíåéíè �óíêöèè íà �îðìàòà, ñà ïðåäëîæåíè êàòî àëãîðèòìè÷íî ïðîñò ïîäõîä çàóñòîé÷èâà àïðîêñèìàöèÿ ïî ÌÊÅ íà çàäà÷àòà íà Ñòîêñ îò R. Rannaher, S. Turek [78℄.P. Hansbo, M.G. Larson [56℄ ñà ïðèëîæèëè òåçè åëåìåíòè çà ïîëó÷àâàíå íà ðàâíîìåðíîïðèáëèæåíèå çà ïî÷òè íåñâèâàåìà åëàñòè÷íà çàäà÷à. Òîâà ñà íÿêîè îò ïðè÷èíèòå çàñïåöèàëíèÿ èíòåðåñ êúì íåêîí�îðìíè ÊÅ ïðè ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà äè�åðåíöèàëíèóðàâíåíèÿ, êîåòî å è ïðåäìåò íà ÷àñò îò íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ.Ñúñ ñúçäàâàíåòî íà äèñêðåòíèÿ ìîäåë åñòåñòâåíî âúçíèêâà âúïðîñúò ½Êàê äà ðå-øèì ïîëó÷åíàòà ÑËÀÓ?� Â äèñåðòàöèÿòà ñïèðàìå âíèìàíèåòî ñè íà: 1) åëèïòè÷íàãðàíè÷íà çàäà÷à ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, äèñêðåòèçèðàíà ïî ÌÊ�; 2) åëèïòè÷íàãðàíè÷íà çàäà÷à äèñêðåòèçèðàíà ñ íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè ÊÅ. Äâàòà ìåòîäà çàäèñêðåòèçàöèÿ ñà îò ìðåæîâ òèï è âîäÿò äî ÑËÀÓ ñúñ ñèìåòðè÷íà, ïîëîæèòåëíî îï-ðåäåëåíà è ðàçðåäåíà ìàòðèöà, íî ñ ðàçëè÷íî ðàçïîëîæåíèå íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè(íåíóëåâà ñòðóêòóðà). Ñïåöèàëåí èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâà ñëó÷àÿ íà ãîëÿìà ðàçìåð-íîñò. Äèðåêòíîòî ïðèëàãàíå íà ïîäõîäèòå, ðàçðàáîòåíè è èçñëåäâàíè çà êîí�îðìíèÊÅ âîäè äî èçâåñòíè òðóäíîñòè â ñëó÷àÿ íà íåêîí�îðìíè ÊÅ. Îñíîâíèòå ïðè÷èíèñà äâå, à èìåííî: 1) ïîëó÷åíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà èìàò ñïåöè�è÷íà ðàçðåäåíàñòðóêòóðà, ðàçëè÷íà îò ðåãóëÿðíèÿ áëî÷íî-ëåíòîâ ñëó÷àé; 2) ïðîñòðàíñòâàòà îò �óí-êöèè ÊÅ, ñúîòâåòñòâàùè íàïðèìåð íà âëîæåíè ìðåæè íå ñà âëîæåíè (âæ. R. Blaheta,S. Margenov, M. Neytheva [27℄). Â äèñåðòàöèÿòà å ïðåäëîæåí ïîäõîä çà ïðåîäîëÿâà-íå íà íÿêîè îò òðóäíîñòèòå, ïîðîäåíè îò ñïåöè�è÷íàòà ñòðóêòóðà íà ìàòðèöàòà íàêîðàâèíà çà íåêîí�îðìíè ÊÅ.Êàêâè âúçìîæíîñòè èìà çà ðåøàâàíå íà ïîëó÷åíèòå ÑËÀÓ? Íåêà å äàäåíà åëèï-òè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à â îáëàñòòà 
 � R2 è íåêà çà íåéíîòî ÷èñëåíî ðåøàâàíå åïðèëîæåí ìðåæîâ ÷èñëåí ìåòîä. Ïðè ìíîãî îáùè ïðåäïîëîæåíèÿ äè�åðåíöèàëíà-



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 13òà çàäà÷à å ñâåäåíà äî ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñúñ ñèìåòðè÷íà, ïîëîæèòåëíîîïðåäåëåíà è ðàçðåäåíà ìàòðèöà A ñ ðàçìåðíîñò N � N . Ìåòîäèòå çà ðåøàâàíå íàïîëó÷åíàòà ÑËÀÓ ñå ðàçäåëÿò íà äâå ãîëåìè ãðóïè � ïðåêè è èòåðàöèîííè. Ñ âúçíèê-âàíåòî íà âåêòîðíèòå (â ñðåäàòà íà 70-òå) è ïàðàëåëíèòå (â ñðåäàòà íà 80-òå ãîäèíèíà XX âåê) êîìïþòðè (âæ. J. Dongarra et al. [41℄), âñÿêà îò òÿõ ñå ðàçäåëÿ íà îùåäâå � ãîâîðèì çà ïîñëåäîâàòåëíè è ïàðàëåëíè àëãîðèòìè. Â Òàáëèöà 1 ñà ïðåäñòàâå-Òàáëèöà 1: Èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò íà ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñúñ ñèìåòðè÷-íè è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè ðàçðåäåíè ìàòðèöè.ìåòîä èç÷. ñë.Ìåòîä íà Õîëåöêè: LDLt �àêòîðèçàöèÿ. O (N2)Ìåòîä íà âëîæåíèòå ñå÷åíèÿ: ND. O �N3=2�Ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò: CG. O �N3=2�Ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå: PCG. O �N5=4�Ïðåîáóñëàâÿíå ïî ìåòîäà íà íåïúëíàòà �àêòîðèçàöèÿ.Ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå: PCG. O (N logN)Ïî÷òè îïòèìàëåí ïðåîáóñëîâèòåë.Ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå: PCG. O (N)Îïòèìàëåí ïðåîáóñëîâèòåë.íè äàííè çà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà íÿêîè îò îñíîâíèòå ïðåêè è èòåðàöèîííèìåòîäè çà ðåøàâàíå íà òàêúâ êëàñ ëèíåéíè ñèñòåìè.Çà óìåðåíè ðàçìåðíîñòè ïîëó÷åíè ïðè îòíîñèòåëíî ãðóáà äèñêðåòèçàöèÿ íà îá-ëàñòòà, óñïåøíî ñå ïðèëàãàò ïðåêè àëãîðèòìè êàòî ìåòîä íà Õîëåöêè (LDLt �àêòî-ðèçàöèÿ) è ìåòîä íà âëîæåíèòå ñå÷åíèÿ (Nested Dissetion). Ìåòîäúò íà Õîëåöêè èìàèç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò O (N2) ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å ñå îò÷èòà ëåíòîâàòà ñòðóêòó-ðà èëè ïðî�èëà íà ìàòðèöàòà ïðè ïîäõîäÿùà íîìåðàöèÿ íà íåèçâåñòíèòå. Ìåòîäúòíà âëîæåíèòå ñå÷åíèÿ ñ èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò O �N3=2� å íàé-áúðçèÿò èçìåæäóïðåêèòå ìåòîäè ïðè îáùè ïðåäïîëîæåíèÿ çà îáëàñòòà è êîå�èöèåíòèòå íà äè�å-ðåíöèàëíàòà çàäà÷à. Â îñíîâàòà íà òîçè ìåòîä å ðåêóðñèâíîòî ðàçäåëÿíå íà ãðà�à,ïðåäñòàâÿù ñòðóêòóðàòà íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè íà ìàòðèöàòà A.Ñ óâåëè÷àâàíå ðàçìåðíîñòòà íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà âñå ïî-ñúùåñòâåíè ñòàâàò ïðå-èìóùåñòâàòà íà èòåðàöèîííèòå ìåòîäè. Åäíè îò íàé-÷åñòî ïðèëàãàíèòå èòåðàöèîííèìåòîäè ñà îò òèï ñïðåãíàò ãðàäèåíò. Òÿõíàòà ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò, à ñëåäîâàòåëíîè îáùàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò, çàâèñè îò ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà ñúîòâåò-íàòà ìàòðèöà. Ìåòîäúò íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò èìà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò, êîÿòî



14 Óâîäàñèìïòîòè÷íî ñúâïàäà ñúñ ñëîæíîñòòà íà íàé-äîáðèÿ ïðÿê ìåòîä. Ïî òàçè ïðè÷èíà èïîðàäè ïî-ìàëêèòå èçèñêâàíèÿ çà ïàìåò å ïðèåòî, ÷å ïðåäèìñòâàòà íà èòåðàöèîííèòåìåòîäè çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñ äîñòàòú÷íî ãîëÿìà ðàçìåðíîñò ñà áåçñïîðíè.Å�åêòèâåí ìåòîä çà ðåøàâàíå íà ãîëåìè ðàçðåäåíè ÑËÀÓ å ìåòîäúò íà ñïðåã-íàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå (PCG). Ïðè íåãî âìåñòî ñèñòåìà Ax = f ñå ðåøàâàåêâèâàëåíòíà ñèñòåìà C�1Ax = C�1f , êúäåòî C å ò. íàð. ïðåîáóñëàâÿùà ìàòðèöàçà A (ïðåîáóñëîâèòåë). Ìàòðèöàòà C ñå èçáèðà òàêà, ÷å ñèñòåìè ñ C äà ñå ðåøàâàòñúùåñòâåíî ïî-áúðçî îòêîëêîòî ñ A è ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà C�1A äà å çíà÷è-òåëíî ïî-ìàëêî îò òîâà íà A. Å�åêòèâíîñòòà íà ìåòîäèòå íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñïðåîáóñëàâÿíå ñå îïðåäåëÿ îò êà÷åñòâàòà íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ. Èçâåñòíèòå ïîäõîäè çàêîíñòðóèðàíå íà å�åêòèâíè ïðåîáóñëîâèòåëè ñå îñíîâàâàò íàé-÷åñòî íà: à) ïîòî÷êîâàè áëî÷íà íåïúëíà �àêòîðèçàöèÿ; á) ìåòîäè çà äåêîìïîçèöèÿ; â) âëàãàíå íà îáëàñòòàâ ñòàíäàðòíà îáëàñò.Àëãîðèòìèòå îò òèï ïîòî÷êîâà íåïúëíà �àêòîðèçàöèÿ ILU (âèæ íàïð. [41, 50, 81℄)ñà åäíè îò íàé-÷åñòî ïðèëàãàíèòå, áëàãîäàðåíèå íà òÿõíàòà àëãîðèòìè÷íà ïðîñòîòàè äîáðà ñõîäèìîñò çà çàäà÷è ñ ëîêàëíè îñîáåíîñòè. Â ñëó÷àÿ íà ñèìåòðè÷íè è ïîëî-æèòåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè, ìîäè�èöèðàíàòà íåïúëíà �àêòîðèçàöèÿ îò íóëåâ ðåäñå îçíà÷àâà ñ MIC(0) (Modified Inomplete Cholesky). Òîçè ïðåîáóñëîâèòåë ñå ïðè-ëàãà, êîãàòî ìàòðèöàòà A å M -ìàòðèöà, à èç÷èñëèòåëíàòà ìó ñëîæíîñò å O �N5=4�.Ïðîáëåì ïðè ILU ïðåîáóñëîâèòåëèòå å, ÷å êàêòî �àêòîðèçàöèÿòà, òàêà è ðåøàâàíå-òî íà ñèñòåìè ñ �àêòîðèçèðàíàòà ìàòðèöà ñå ðàçïàðàëåëâàò òðóäíî ïîðàäè ðåêóð-ñèâíèÿ èì õàðàêòåð. �àçðàáîòâàíåòî íà âàðèàíòè çà áëî÷íà íåïúëíà �àêòîðèçàöèÿBILU äàâà âúçìîæíîñò çà ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ. Èçïîëçâàíåòî íà BILU îáèêíî-âåíî íå âîäè äî îïòèìàëíè ïðåîáóñëîâèòåëè, ò. e. äî ìåòîäè ñ èç÷èñëèòåëíà ñëîæ-íîñò O(N), íî ñ òÿõíà ïîìîù ñå ïîëó÷àâàò å�åêòèâíè ïàðàëåëíè àëãîðèòìè (âèæ[26, 35, 36, 53, 54, 81℄). Áëî÷íàòà öèðêóëàíòíà �àêòîðèçàöèÿ ïðåäëîæåíà è èçñëåä-âàíà îò I. Lirkov et al. [71, 72℄ å ïî÷òè îïòèìàëåí ïðåäñòàâèòåë íà êëàñà áëî÷íè ïðåî-áóñëîâèòåëè (ò.å. èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà ïîëó÷åíèÿ àëãîðèòúì å O(N logN)) èâ ñúùîòî âðåìå ïîçâîëÿâà å�åêòèâíà ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ (I. Lirkov, S. Margenov,M. Paprzyki [70℄). Îáù íåäîñòàòúê íà áëî÷íèòå ìåòîäè å, ÷å òå íå ñà äîñòàòú÷íîå�åêòèâíè çà çàäà÷è ñ ëîêàëíè îñîáåíîñòè. Â äèñåðòàöèÿòà å ïðåäëîæåíà ñïåöèàëíàêîíñòðóêöèÿ çà ÑËÀÓ ïîëó÷åíà ÷ðåç íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè ÊÅ, ñ ïîìîùòà íàêîÿòî ñå çàïàçâà èç÷èñëèòåëíàòà å�åêòèâíîñò íà ïîòî÷êîâàòà íåïúëíà �àêòîðèçà-öèÿ MIC(0) êàòî åäíîâðåìåííî ñ òîâà ñå äàâà âúçìîæíîñò çà å�åêòèâíà ïàðàëåëíàðåàëèçàöèÿ.Ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà ìåòîäè çà äåêîìïîçèöèÿ ñå èçïîëçâàò ñâîéñòâàòà íà äè-



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 15�åðåíöèàëíàòà çàäà÷à è/èëè íà ÌÊÅ è ñúîòâåòíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà. Åäèíóíèâåðñàëåí ïîäõîä å òåõíèêàòà çà ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà íà ïîäîáëàñòè (DomainDeomposition (DD)). Îñíîâíà õàðàêòåðèñòèêà íà DD å ñâåæäàíåòî íà çàäà÷àòà âèçõîäíàòà îáëàñò äî çàäà÷è â ïðèïîêðèâàùè ñå èëè íåïðèïîêðèâàùè ñå ïîäîáëàñòè[81, 84℄. Øèðîêî ïðèëîæåíèå ïðåç ïîñëåäíèòå ãîäèíè èìàò ïðåîáóñëàâÿùè òåõíè-êè, ïðè êîèòî DD ñå êîìáèíèðà ñ êîíñòðóèðàíå íà ïîñëåäîâàòåëíîñòè îò ìðåæè,âêëþ÷èòåëíî ñ ëîêàëíî ñãúñòÿâàíå (âæ. [28, 29, 38, 39, 44, 96℄). Ñ òÿõíà ïîìîù ñåïîëó÷àâàò îïòèìàëíè ìíîãîìðåæîâè (multigrid) è ìíîãîíèâîâè (multilevel) ìåòîäè.Ïðè àëãîðèòìèòå îñíîâàâàùè ñå íà DD, çàäà÷èòå â ïîäîáëàñòèòå ìîãàò äà ñå ðåøàâàòíåçàâèñèìî. Ïî òàçè ïðè÷èíà òå ñå èçïîëçâàò ÷åñòî çà êîíñòðóèðàíå íà å�åêòèâíèïàðàëåëíè ïðåîáóñëîâèòåëè (âæ. íàïð. [42, 84℄).Îñíîâíàòà èäåÿ ïðè ïîäõîäà çà âëàãàíå íà îáëàñòòà (domain imbedding [77℄, fiti-tious domain) å èçõîäíàòà îáëàñò äà ñå âëîæè â ïî-ãîëÿìà, êàòî ïîñëåäíàòà èìà ïðîñòàãåîìåòðè÷íà ñòðóêòóðà (íàïð. ïðàâîúãúëíèê èëè êðúã). Çà ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè âèæíàïð. äèñåðòàöèÿòà íà T. Rossi [79℄ è öèòèðàíàòà â íåÿ ëèòåðàòóðà.Òóê ñïåöèàëíî ñïîìåíàõìå òåõíèêèòå çà ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà íà ïîäîáëàñòè èçà âëàãàíå íà îáëàñòòà ïî ñëåäíàòà ïðè÷èíà. È ïðè äâàòà ïîäõîäà çà êîíñòðóèðàíåíà ïðåîáóñëîâèòåëè, èçõîäíàòà çàäà÷à ìîæå äà ñå ñâåäå äî çàäà÷è â êàíîíè÷íè îá-ëàñòè è/èëè ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, à â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ êîíñòðóèðàìåå�åêòèâíè àëãîðèòìè çà òÿõíîòî ðåøàâàíå.Çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè âúðõó ïðàâîúãúëíè ìðåæè ñàðàçðàáîòåíè âèñîêîå�åêòèâíè ïðåêè àëãîðèòìè. Òå ñà èçâåñòíè êàòî áúðçè äèðåêòíèìåòîäè (fast diret methods, fast Poisson solvers, fast separable solvers) è çàïî÷âàò ðàç-âèòèåòî ñè â ñðåäàòà íà 60-òå ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê. Ïðè äèñêðåòèçàöèÿ ÷ðåç ÌÊ�ïî ïåòòî÷êîâ øàáëîí ½êðúñò� èëè ÷ðåç íà ÷àñòè ëèíåéíè òðèúãúëíè êðàéíè åëåìåí-òè, ñå ïîëó÷àâàò áëî÷íî òðèäèàãîíàëíè ìàòðèöè. Â òàêúâ ñëó÷àé áúðçèòå äèðåêòíèìåòîäè ìîãàò äà áúäàò ïî-áúðçè îò èòåðàöèîííèòå ìåòîäè. Òîâà ãè ïðàâè îñîáåíîïîäõîäÿùè ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà òåõíèêè çà ïðåîáóñëàâÿíå ñ ìàëêà èç÷èñëèòåë-íà ñëîæíîñò çà ðåøàâàíå íà ïî-ñëîæíè çàäà÷è âúðõó ïî-ñëîæíè îáëàñòè è ìðåæè,âêëþ÷èòåëíî ñ ëîêàëíî ñãúñòÿâàíå. Ïîñëåäíîòî å ïðè÷èíà çà ïðîäúëæèòåëíèÿ èí-òåðåñ êúì òîçè êëàñ ïðåêè àëãîðèòìè è êúì ðàçðàáîòâàíåòî íà òåõíè ïàðàëåëíèâåðñèè.Áúðçèòå äèðåêòíè ìåòîäè ñå ïðèëàãàò çà êîíñòðóèðàíå íà ïðåîáóñëîâèòåëè çàðåøàâàíå íà åëèïòè÷íè çàäà÷è îò âòîðè ðåä ñ ïëàâíî ïðîìåíÿùè ñå êîå�èöèåíòè,êàêòî è íà çàäà÷è, ïðè êîèòî ìîæå äà ñå èçïîëçâà òåõíèêàòà çà âëàãàíå íà îáëàñò-òà. Ïðè ïîäõîäà çà ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà íà ïîäîáëàñòè (íàïðèìåð çà óðàâíåíèå íà



16 ÓâîäËàïëàñ â L-îáðàçíà èëè T-îáðàçíà îáëàñò), ñèñòåìàòà îò ËÀÓ ñ ìàòðèöà çà ñúñòàâíà-òà ìðåæà ìîæå äà ñå ñâåäå äî çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè âúðõó ðàâíîìåðíèïðàâîúãúëíè ïîäîáëàñòè è âúðõó èíòåð�åéñà (ãðàíèöàòà) ìåæäó òÿõ, êîèòî ñå ðåøà-âàò ÷ðåç áúðçè ïðåêè àëãîðèòìè. �åøàâàíåòî íà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñåïðîìåíëèâè èìà ïîäîáíî ïðèëîæåíèå ïðè çàäà÷è ñ ëîêàëíî ñãúñòÿâàíå íà ìðåæàòà.Òóê ïðåîáóñëîâèòåëÿò èçïîëçâà ïðÿê ìåòîä âúðõó ðåãóëÿðíà ãðóáà ìðåæà, êàêòî èâúðõó ðåãóëÿðíà �èíà ìðåæà.Àëãîðèòìèòå çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå ñà áúðçè äèðåêòíè ìåòîäè. Áúðçîòîïðåîáðàçîâàíèå íà Ôóðèå (FFT) ïðåäëîæåíî îò J.W. Cooley, J.W. Tukey [37℄ å ïðèëî-æåíî çà ïúðâè ïúò îò R. Hokney [60℄ çà ðåøàâàíå íà åëèïòè÷íè ×ÄÓ ñ êîíñòàíòíèêîå�èöèåíòè. FFT ñå èçïîëçâà çà ïîëó÷àâàíå íà å�åêòèâíè ïðåêè è èòåðàöèîííèàëãîðèòìè çà ïî-øèðîê êëàñ çàäà÷è (âæ. íàïð. [87, 33℄). Îñíîâåí íåäîñòàòúê íà àë-ãîðèòìèòå, îñíîâàâàùè ñå íà FFT å ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ìðåæàòà å ðàâíîìåðíà ïîíåâ åäíî îò êîîðäèíàòíèòå íàïðàâëåíèÿ çà äâóìåðíè çàäà÷è (ïîíå â äâå íàïðàâëåíèÿçà òðèìåðíè çàäà÷è). Âúïðåêè òîâà FFT ïðîäúëæàâà äà å øèðîêî èçïîëçâàí ïîðàäèïî÷òè îïòèìàëíàòà ñè èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò O(N logN) è �àêòà, ÷å ñúùåñòâóâàòìíîæåñòâî å�åêòèâíè ïàðàëåëíè ðåàëèçàöèè íà FFT (âæ. íàïð. [83, 88, 92, 73℄).Âàæåí ïðåäñòàâèòåë íà àëãîðèòìèòå çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå å ò. íàð. òåõ-íèêà çà íåïúëíî ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñ ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò (SRHS). Òÿ å ïðåäëîæåíàíåçàâèñèìî îò A. Banegas [13℄, W. Proskurowski [76℄ è Y. Kuznetsov, A.M. Matsokin [67℄.SRHS óñïåøíî ñå ïðèëàãà è çà çàäà÷è âúðõó íåðàâíîìåðíè ìðåæè, âêëþ÷èòåëíî è âòðèìåðíèÿ ñëó÷àé. Ñ ïîìîùòà íà SRHS ìîæå äà ñå ðàçðàáîòè íîâ êëàñ áúðçè äèðåê-òíè ìåòîäè [65, 67, 93℄. Ñúùî òàêà SRHS ìîæå äà ñå èçïîëçâà ïðè êîíñòðóèðàíå íàå�åêòèâíè ïðåîáóñëîâèòåëè íàïðèìåð ÷ðåç òåõíèêàòà çà âëàãàíå íà îáëàñòòà, êàêòîå íàïðàâåíî îò T. Rossi [79℄.Åäèí øèðîêî èçïîëçâàí áúðç äèðåêòåí ìåòîä å àëãîðèòúìúò çà öèêëè÷íà ðåäóê-öèÿ FACR ñ èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò O(N logN). Ïðîöåñúò íà öèêëè÷íà ðåäóêöèÿCORF (yli odd-even redution and fatorization) ïðåäëîæåí îò R. Hokney [60, 61℄å íåóñòîé÷èâ, íî ñúùåñòâóâàò óñòîé÷èâè âåðñèè ïðåäëîæåíè îò O. Buneman [32℄.Ìåòîäè çà îáîáùåíà öèêëè÷íà ðåäóêöèÿ ñà îïèñàíè îò R. Sweet [89, 90℄ è P. Swarz-trauber [86, 87℄. Ïàðàëåëíè ðåàëèçàöèè íà FACR çà âåêòîðíè è ïàðàëåëíè êîìïþòðèñà ïðåäëîæåíè è èçñëåäâàíè â [31, 62, 49, 91℄.Áúðçèÿò àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå (FASV) å áëèçúê äî öèêëè÷-íà ðåäóêöèÿ. Îñíîâàâà ñå íà òåõíèêàòà íà ÷åòíî-íå÷åòíà åëèìèíàöèÿ â êîìáèíàöèÿñúñ SRHS. FASV å ïðåäëîæåí îò P. S. Vassilevski [93℄ è å èçñëåäâàí ïî-êúñíî â äè-ñåðòàöèÿòà íà T. Rossi [79℄. Òîé å óñòîé÷èâ ïî êîíñòðóêöèÿ òúé êàòî òåõíèêàòà çà



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 17÷åòíî-íå÷åòíà �àêòîðèçàöèÿ å óñòîé÷èâà (âæ. D. Heller [58℄). Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæ-íîñò íà FASV ñúùî å O(N logN). Òîçè ïðÿê àëãîðèòúì å èçïîëçâàí â íàñòîÿùèÿ äè-ñåðòàöèîíåí òðóä ïðè êîíñòðóèðàíå íà ïðåîáóñëîâèòåë çà ðåøàâàíå íà àíèçîòðîïíèçàäà÷è äèñêðåòèçèðàíè ñ íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè ÊÅ. Å�åêòèâíî ïðèëîæåíèåíà FASV ïðè êîíñòðóèðàíå íà ïðåîáóñëîâèòåëè ñ òåõíèêàòà çà ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòàíà ïîäîáëàñòè çà 3D çàäà÷è å ïîêàçàíî îò P. S. Vassilevski, S. Petrova [95℄. Å�åêòèâ-íè ïàðàëåëíè ðåàëèçàöèè íà FASV ñà ïðåäëîæåíè â [75, 80℄, êàêòî è â íàñòîÿùàòàäèñåðòàöèÿ.Äðóã êëàñ áúðçè äèðåêòíè ìåòîäè ñà ò. íàð. ìàðø àëãîðèòìè. Òå ñà ïðåäëîæåíè îòR. Bank è D. Rose [14, 15, 16℄, à ïî-êúñíî ñà ïðå�îðìóëèðàíè îò P. S. Vassilevski [94℄ñ ïîìîùòà íà SRHS è FASV. Ìàðø àëãîðèòúìúò (R. Bank, D. Rose [15℄) èìà îï-òèìàëíà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò, íî íå å óñòîé÷èâ çà ãîëåìè ñòîéíîñòè íà N . Ïî-êúñíî å ïðåäëîæåí îáîáùåí âàðèàíò çà çàäà÷è ñ ïîñòîÿííè êîå�èöèåíòè (R. Bank,D. Rose [16℄), èçâåñòåí îùå êàòî k-ðåäóêöèÿ, êîéòî â êîìáèíàöèÿ ñ FFT è öèêëè÷-íà ðåäóêöèÿ âîäè äî ïîëèíîìèàëíî óñòîé÷èâ àëãîðèòúì ñ èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñòO(N). Âåðñèÿòà çà çàäà÷è ñ ïðîìåíëèâè êîå�èöèåíòè (R. Bank [14℄) å ñ èç÷èñëè-òåëíà ñëîæíîñò O(N log Nk ). Â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà ïðåäëîæåíè è èçñëåäâàíèïàðàëåëíè ðåàëèçàöèè íà îáîáùåíèÿ ìàðø àëãîðèòúì çà ïðîìåíëèâè êîå�èöèåíòè,êàêòî å �îðìóëèðàí îò P. S. Vassilevski [94℄ è íà íåãîâà ìîäè�èêàöèÿ âúâåäåíà îòàâòîðà. Äî òîçè ìîìåíò íà àâòîðà íå ñà èçâåñòíè äðóãè ðàáîòè êàñàåùè ïàðàëåëíàðåàëèçàöèÿ íà ìàðø àëãîðèòìè.Öåëè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóäÎñíîâíèòå öåëè ïðè ðàçðàáîòâàíåòî íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà â ñëåäíèòå íàï-ðàâëåíèÿ:� Èçñëåäâàíå è ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ íà áúðçè àëãîðèòìè çà ðåøàâàíå íà åëèï-òè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Òåîðåòè÷åí àíàëèç íà òÿõ-íàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò.� Êîíñòðóèðàíå è èçñëåäâàíå íà å�åêòèâíè ïðåîáóñëîâèòåëè çà ïîñëåäîâàòåëíîè ïàðàëåëíî èòåðàöèîííî ðåøàâàíå íà åëèïòè÷íè ãðàíè÷íè çàäà÷è äèñêðåòè-çèðàíè ñ íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè êðàéíè åëåìåíòè. Òåîðåòè÷åí àíàëèç íàòÿõíàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò.� Åêñïåðèìåíòàëíî èçñëåäâàíå íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðåêè è èòåðàöèîííè àëãî-ðèòìè è ñðàâíåíèå íà òÿõíàòà å�åêòèâíîñò ñ ïîëó÷åíèòå òåîðåòè÷íè îöåíêè.



18 Óâîä� Åêñïåðèìåíòàëíî èçñëåäâàíå íà êîíñòðóèðàíèòå ïàðàëåëíè ïðåêè è èòåðàöè-îííè àëãîðèòìè âúðõó ðàçïðåäåëåíè èç÷èñëèòåëíè ñèñòåìè ñ ðàçëè÷íè õàðàê-òåðèñòèêè.Ìåòîäîëîãèÿ íà èçñëåäâàíåòîÎñíîâíà ìÿðêà çà å�åêòèâíîñòòà íà äàäåí ïîñëåäîâàòåëåí àëãîðèòúì å íåãîâàòà èç-÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò, ò. å. áðîÿò íà àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè (àð. îï.) çà ðåàëèçà-öèÿòà ìó. Ïðè èòåðàöèîííèòå ìåòîäè å�åêòèâíîñòòà ñå îïðåäåëÿ îò ñêîðîñòòà íàñõîäèìîñò è èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò çà åäíà èòåðàöèÿ. Ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñòçàâèñè îò ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà íà ñèñòåìàòà.Óñêîðåíèåòî SP è å�åêòèâíîñòòà EP èãðàÿò êëþ÷îâà ðîëÿ â àíàëèçà íà ïàðà-ëåëíèòå àëãîðèòìè. Òå çàâèñÿò îò âðåìåíàòà çà èç÷èñëåíèå è êîìóíèêàöèè, êîèòî ñåïðåäñòàâÿò íàé-îáùî ñ Ta = N � ta è Tom = 1 � ts + 2 � tw. Òóê N å áðîÿò íà îïå-ðàöèèòå, 1 õàðàêòåðèçèðà áðîÿ íà åòàïèòå, íà êîèòî ñà íåîáõîäèìè êîìóíèêàöèè, à2 å êîëè÷åñòâîòî îáìåíåíè ÷èñëà. Êîå�èöèåíòèòå 1 è 2 ìîãàò äà áúäàò êîíñòàíòèèëè äà çàâèñÿò îò áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå è/èëè ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà. Êîãàòî íÿìàïðèïîêðèâàíå ìåæäó èç÷èñëåíèÿ è êîìóíèêàöèè ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà àëãîðèòúìà,îáùîòî âðåìå çà èçïúëíåíèå âúðõó P ïðîöåñîðà å TP = Ta(P ) + Tom(P ), à óñêîðå-íèåòî å SP = T1TP = Ta(1)Ta(P ) + Tom(P ) . Ïðè èç÷èñëåíèÿ, ðàçïðåäåëåíè ïî ðàâíî ìåæäóïðîöåñîðèòå, óñêîðåíèåòî çàâèñè ñúùåñòâåíî îò âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè � êîëêîòîïî-ìàëêî å òî, òîëêîâà ïî-äîáðî óñêîðåíèå èìà ñúîòâåòíèÿ àëãîðèòúì. Ïàðàìåòðèòåta, ts è tw çàâèñÿò îò êîíêðåòíèÿ ïàðàëåëåí êîìïþòúð. Íàé-ãîëÿì èçìåæäó òÿõ å tsè òîé ìîæå äà å ñòîòèöè èëè äîðè õèëÿäè ïúòè ïî-ãîëÿì îò tw. Ïî òàçè ïðè÷èíà,åäèí è ñúù ïàðàëåëåí àëãîðèòúì ìîæå äà èìà ðàçëè÷íî óñêîðåíèå âúðõó ìàøèíè ñðàçëè÷íè õàðàêòåðèñòèêè.Âñè÷êè ïðåäëîæåíè è èçñëåäâàíè ìåòîäè â ïðåäñòàâåíàòà äèñåðòàöèÿ èìàò ÿñíààëãîðèòìè÷íà ñòðóêòóðà. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè èìàò èçðàçåíî êîíñòðóêòèâåí õàðàê-òåð. Ìåòîäîëîãèÿòà íà èçñëåäâàíå âêëþ÷âà: à) îöåíêà íà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò;á) îöåíêà íà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëà-âÿíå; â) îöåíêà íà ïàðàëåëíàòà å�åêòèâíîñò; ã) ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ, ïðîâåæäàíåíà ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè è àíàëèç íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè.Â íÿêîè îò äîêàçàòåëñòâàòà ñà ïðåîäîëåíè ñúùåñòâåíè òðóäíîñòè îò èç÷èñëèòåëåíõàðàêòåð. Â òåçè ñëó÷àè, â êà÷åñòâîòî íà ïîìîùíè ñðåäñòâà, ñà èçïîëçâàíè ïðîãðàìíèñèñòåìè çà ñèìâîëíè ïðåñìÿòàíèÿ.Ïðè ïðîãðàìíàòà ðåàëèçàöèÿ íà êîíñòðóèðàíèòå è èçñëåäâàíè àëãîðèòìè ñà èç-



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 19ïîëçâàíè åçèöè çà ïðîãðàìèðàíå îò âèñîêî íèâî Fortran77 [74℄ è C [6, 7, 57℄. Ïàðà-ëåëíèòå èç÷èñëåíèÿ è êîìóíèêàöèè ñà îñúùåñòâåíè ÷ðåç áèáëèîòåêà çà ïàðàëåëíîïðîãðàìèðàíå MPI [85℄.
×åñòî èçïîëçâàíè ñúêðàùåíèÿ è îçíà÷åíèÿ×ÄÓ � ÷àñòíè äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ;ÑËÀÓ � ñèñòåìà(è) ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ;ÌÊ� � ìåòîä íà êðàéíèòå ðàçëèêè;ÌÊÅ � ìåòîä íà êðàéíèòå åëåìåíòè;ÊÅ � êðàåí åëåìåíò;CG � ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò;PCG � ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå;MP � ïîòî÷êîâ (mid-point) èíòåðïîëàöèîíåí îïåðàòîð;MV � èíòåãðàëåí (integral mid-value) èíòåðïîëàöèîíåí îïåðàòîð;MIC(0) � ìîäè�èöèðàíà íåïúëíà �àêòîðèçàöèÿ íà Õîëåöêè;(P)SRHS � (ïàðàëåëåí) àëãîðèòúì çà íåïúëíî ðåøàâàíå íàçàäà÷è ñ ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò;(P)FASV � (ïàðàëåëåí) áúðç àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå;(P)GMF � (ïàðàëåëåí) îáîáùåí ìàðø àëãîðèòúì, èçïîëçâàù (P)FASV;(P)GMS � (ïàðàëåëåí) îáîáùåí ìàðø àëãîðèòúì, èçïîëçâàù (P)SRHS;àð. îï. � àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè;NAlg � èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò íà àëãîðèòúì Alg;N � ðàçìåðíîñò íà ÑËÀÓ;P; Np � áðîé ïðîöåñîðè;�(A) � ñïåêòðàëíî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà A;C � ïðåîáóñëîâèòåë;" � êîå�èöèåíò íà àíèçîòðîïèÿ;ta � âðåìå çà èçïúëíåíèå íà åäíà àð. îï. îò åäèí ïðîöåñîð;ts � âðåìå çà èíèöèàëèçèðàíå íà êîìóíèêàöèÿ;tw � âðåìå çà èçïðàùàíå íà åäíî ÷èñëî äî ñúñåäåí ïðîöåñîð;Ta � îáùî âðåìå çà èç÷èñëåíèÿ â äàäåí àëãîðèòúì;Tom � îáùî âðåìå çà êîìóíèêàöèè â äàäåí àëãîðèòúì;TP � âðåìå çà èçïúëíåíèå íà ïàðàëåëåí àëãîðèòúì âúðõó P ïðîöåñîðà;SP ; EP � óñêîðåíèå è å�åêòèâíîñò âúðõó P ïðîöåñîðà;



20 ÓâîäÎðãàíèçàöèÿ íà èçëîæåíèåòîÍàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñå ñúñòîè îò óâîä, ÷åòèðè ãëàâè è ñïèñúê íà öèòèðàíàòàëèòåðàòóðà.Ïúðâà ãëàâà èìà âúâåæäàù õàðàêòåð. Â íåÿ ñà ïðåäñòàâåíè èçâåñòíè �àêòè, èç-ïîëçâàíè íà ðàçëè÷íè åòàïè îò èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèÿòà. Â ïúðâèÿ ðàçäåë å�îðìóëèðàíà èçõîäíàòà äè�åðåíöèàëíà çàäà÷à è å ïîêàçàíî êàê ñå ïîëó÷àâàò ñúîò-âåòíèòå ÑËÀÓ. �àçãëåäàíè ñà äâà ïîäõîäà çà äèñêðåòèçàöèÿ: 1) ÌÊ� ïðè ïåòòî÷êîâøàáëîí ½êðúñò� çà äâóìåðíà åëèïòè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè;2) èçïîëçâàíå íà ÷åòèðèúãúëíè íåêîí�îðìíè ÊÅ çà äâóìåðíà åëèïòè÷íà ãðàíè÷íàçàäà÷à â îáù âèä. Â ò. 1.2 ñà ðàçãëåäàíè àëãîðèòúìà çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ÷ðåçáëî÷íà �àêòîðèçàöèÿ è ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå. Â ïîñëåä-íèÿ òðåòè ðàçäåë âíèìàíèåòî å íàñî÷åíî êúì âúïðîñè, êàñàåùè êîíñòðóèðàíåòî èîöåíÿâàíåòî íà ïàðàëåëíè àëãîðèòìè. Îïèñàí å ñèñòåìåí ïîäõîä çà êîíñòðóèðàíå,ñúñòîÿù ñå îò ÷åòèðè îòäåëíè ñòúïêè: ðàçäåëÿíå, êîìóíèêàöèÿ, àãëîìåðàöèÿ è èçîá-ðàçÿâàíå. Â ïúðâèòå äâà åòàïà ñå íàáëÿãà íà âúïðîñè íåçàâèñåùè îò ìàøèíàòà, êàòîïàðàëåëèçúì è îïòèìàëíà å�åêòèâíîñò. Â òðåòèÿ è ÷åòâúðòèÿ åòàï âíèìàíèåòî ñåíàñî÷âà êúì êîíêðåòíàòà ïàðàëåëíà àðõèòåêòóðà è ïðîèçâîäèòåëíîñòòà. Âúâåäåíèñà ïîíÿòèÿòà óñêîðåíèå è å�åêòèâíîñò êàòî ñðåäñòâà çà îöåíÿâàíå êà÷åñòâîòî íà ïà-ðàëåëíè àëãîðèòìè. Ñúùî òàêà å ïðåäñòàâåí ìîäåë íà âðåìåíàòà çà èç÷èñëåíèå Taè êîìóíèêàöèè Tom â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå ta; ts; tw è àðõèòåêòóðàòà íà ïà-ðàëåëíàòà èç÷èñëèòåëíà ñèñòåìà. Äàäåíè ñà õàðàêòåðèñòèêèòå íà ïåòòå ïàðàëåëíèèç÷èñëèòåëíè ñèñòåìè, èçïîëçâàíè ïðè ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè.Îñíîâíèòå íàó÷íè ïðèíîñè ñà ïðåäñòàâåíè â ñëåäâàùèòå òðè ãëàâè.Âòîðà ãëàâà å ïîñâåòåíà íà ïîñëåäîâàòåëíè áúðçè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íàïðîìåíëèâèòå è ïðèëîæåíèåòî èì ïðè êîíñòðóèðàíå íà ïðåîáóñëîâèòåëè. Â ïúðâèÿîò ÷åòèðèòå ðàçäåëà íà �ëàâà 2 ñà îïèñàíè ñòàíäàðòåí (SV) è áúðç (FASV) àëãîðè-òúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è å ñðàâíåíà òåîðåòè÷íî òÿõíàòà èç÷èñëèòåëíàñëîæíîñò. Ïðåäñòàâåíà å è ñúùíîñòòà íà òåõíèêàòà çà íåïúëíî ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò, êîÿòî å ñúùåñòâåíà çà èçñëåäâàíèòå ïðåêè àëãîðèòìè. Âòîðèðàçäåë å ïîñâåòåí íà ñòàíäàðòåí (SM) è îáîáùåí (GMF) ìàðø àëãîðèòúì êàòî îòíîâîå èçñëåäâàíà òåîðåòè÷íî òÿõíàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò. Âúâåäåíà å ìîäè�èêàöèÿGMS íà îáîáùåíèÿ ìàðø àëãîðèòúì, êîÿòî èìà èçâåñòíè ïðåäèìñòâà ïî îòíîøåíèåíà ïàðàëåëíèòå ñâîéñòâà.Â ò. 2.3 ñà èçñëåäâàíè åêñïåðèìåíòàëíî óñòîé÷èâîñòòà è èç÷èñëèòåëíàòà å�åêòèâ-íîñò íà ìåòîäèòå îò ïúðâèòå äâà ðàçäåëà. Àëãîðèòìèòå SV è FASV ñà óñòîé÷èâè íå-



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 21çàâèñèìî îò ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà. Âúïðåêè îïòèìàëíèÿ áðîé àð. îï. íåîáõîäèìèçà èçïúëíåíèå íà SM, àëãîðèòúìúò å íåïðèëîæèì ñàìîñòîÿòåëíî çàðàäè íåóñòîé÷è-âîñòòà ñè çà çàäà÷è ñ ãîëÿìà ðàçìåðíîñò. Àëãîðèòìèòå GMF è GMS ñà àñèìïòîòè÷íîóñëîâíî óñòîé÷èâè, êàòî ñå âëèÿÿò îò ðàçìåðíîñòòà íà ïîäçàäà÷èòå ðåøàâàíè ñúñ SM.Ñðàâíèòåëíèÿò àíàëèç íà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò ïîêàçâà, ÷å àñèìïòîòè÷íî GMFå íàé-áúðç, ñëåäâàí îò FASV, GMS è SV. Ïðè òîâà ñúùåñòâóâàò èíòåðâàëè îò ðàçìåð-íîñòè íà çàäà÷àòà, çà êîèòî ïîíå åäèí îò ½áàâíèòå� àëãîðèòìè GMS è SV å ïî-áúðçîò ½áúðçèòå�. Åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè ïîêàçâàò, ÷å ñ íàðàñòâàíå íà ðàçìåðíîñòòàíà çàäà÷àòà âðåìåíàòà çà èçïúëíåíèå ñå óâåëè÷àâàò â ñúîòâåòñòâèå ñ òåîðåòè÷íàòàîöåíêà çà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò. Êàòî öÿëî îáà÷å âðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà GMSå íàé-ìàëêî çà ïî-øèðîê äèàïàçîí ðàçìåðíîñòè íà çàäà÷àòà îòêîëêîòî ñå î÷àêâà-øå îò òåîðåòè÷íèÿ àíàëèç. Ïðè÷èíàòà å, ÷å îñâåí èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò, âúðõóíåãî âëèÿÿò è �àêòîðè êàòî ñòðóêòóðà íà àëãîðèòúìà è ñðåäñòâà íà êîìïèëàòîðà.Ïîðàäè îïðîñòåíàòà ñè ñòðóêòóðà è ïðåäèìñòâàòà ñè ïî îòíîøåíèå íà ïàðàëåëíà ðå-àëèçàöèÿ, GMS äàâà ñåðèîçíè îñíîâàíèÿ äà ñå ðàçãëåæäà, çàåäíî ñ äðóãèòå áúðçèìåòîäè ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà å�åêòèâíè àëãîðèòìè (â ÷àñòíîñò è ïðåîáóñëîâèòåëè)çà ðåøàâàíåòî íà ïî-ñëîæíè çàäà÷è.Â ïîñëåäíèÿ ðàçäåë å ïðåäñòàâåíî åäíî ïðèëîæåíèå íà áúðçèòå àëãîðèòìè çàðàçðàáîòâàíå íà å�åêòèâíè ïðåîáóñëîâèòåëè. ×ðåç ëîêàëíà ìîäè�èêàöèÿ íà åëå-ìåíòíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà å êîíñòðóèðàí ïî÷òè îïòèìàëåí ïðåîáóñëîâèòåë C ñðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè çà àíèçîòðîïíà åëèïòè÷íà çàäà÷à îò âòîðè ðåä äèñêðåòè-çèðàíà ñ íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè êðàéíè åëåìåíòè. Çà ðåøàâàíåòî íà ïîëó÷åíàòàÑËÀÓ å èçïîëçâàí ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå. Ñèñòåìàòà ñ ïðå-îáóñëîâèòåë C å ðåøåíà ÷ðåç àëãîðèòúì FASV. Èçïîëçâàíà å ñòàíäàðòíà ìðåæà çàêîíñòðóèðàíå íà C è íàêëîíåíà ìðåæà çà äèñêðåòèçàöèÿ íà èçõîäíàòà çàäà÷à. Ïîëó-÷åíè ñà îöåíêè çà ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò çà äâàòà âàðèàíòà MP è MV íà âúçëîâèòåáàçèñíè �óíêöèè, êîèòî íå çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà, à ñàìî îò ïàðàìå-òúðà íà àíèçîòðîïèÿ ". Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò çà åäíà èòåðàöèÿ å O(N logN).Ïðåäëîæåíèÿò ïî÷òè îïòèìàëåí ïðåîáóñëîâèòåë å å�åêòèâåí çà ãîëåìè çàäà÷è ñ íåñèëíî èçìåíÿùè ñå êîå�èöèåíòè è ñëàáà àíèçîòðîïèÿ.Â òðåòà ãëàâà ñà ïðåäëîæåíè è èçñëåäâàíè ïàðàëåëíè âåðñèè PFASV, PGMF èPGMS íà ïðåêèòå àëãîðèòìè FASV, GMF è GMS îò �ëàâà 2. Äî òîçè ìîìåíò íààâòîðà íå ñà èçâåñòíè äðóãè ðàáîòè îòíàñÿùè ñå çà ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ íà îáîá-ùåíèÿ ìàðø àëãîðèòúì. �àçäåë 3.1 å ïîñâåòåí íà PFASV, à ò. 3.2 � íà PGMF èPGMS. Â òåçè äâà ðàçäåëà å îòãîâîðåíî íà âúïðîñèòå: ½Êàê ñå ðàçïðåäåëÿò äàííèè èç÷èñëåíèÿ?� è ½Êàêâè êîìóíèêàöèè ñà íåîáõîäèìè?� çà âñåêè îò ïðåäëîæåíèòå



22 Óâîäàëãîðèòìè. Çà PFASV è PGMS ñà ðàçðàáîòåíè äâå âåðñèè íà ïàðàëåëåí SRHS, îç-íà÷åíè ñ PSRHSF è PSRHSG, âñÿêà îò êîèòî å îïèñàíà ïðè ñúîòâåòíèÿ àëãîðèòúì.�àçäåë 3.3 å ïîñâåòåí íà âúïðîñà ½Êîëêî äîáðè ñà êîíñòðóèðàíèòå àëãîðèòìè?�. Ïî-ëó÷åíè ñà òåîðåòè÷íè îöåíêè çà ïàðàëåëíèòå âðåìåíà è óñêîðåíèå è å íàïðàâåíîñðàâíåíèå íà òåçè îöåíêè çà òðèòå àëãîðèòúìà âúðõó òðè îò íàé-÷åñòî èçñëåäâà-íèòå ïàðàëåëíè àðõèòåêòóðè � ïðúñòåí, äâóìåðíà ìðåæà è õèïåðêóá. Ïðè âñè÷êèàëãîðèòìè èç÷èñëåíèÿòà ñà ðàçïðåäåëåíè ïî ðàâíî ìåæäó ïðîöåñîðèòå. Îñíîâíîòîïðåäèìñòâî íà PGMS å, ÷å åòàïèòå, íà êîèòî ñå èçèñêâàò êîìóíèêàöèè ñà êîíñòàíòà(îáùî 4) è íå çàâèñÿò îò èçïúëíåíèåòî íà ïðîãðàìàòà (ò.å. ñà ñòàòè÷íè). Ïðè PFASV(êàêòî è ïðè PGMF) íà ÷àñò îò ñòúïêèòå (êîè òî÷íî çàâèñè îò ðàçìåðíîñòòà íà çà-äà÷àòà N è áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå Np) ñå èçâúðøâàò ½ãëîáàëíè� çà ãðóïà ïðîöåñîðèêîìóíèêàöèè. �îëåìèíàòà íà òàçè ãðóïà è êîëè÷åñòâîòî äàííè îòíîâî çàâèñÿò îò Nè Np è ñå îïðåäåëÿò äèíàìè÷íî, êîåòî îòíåìà äîïúëíèòåëíî âðåìå è âîäè äî íàìà-ëÿâàíå íà å�åêòèâíîñòòà. Âúç îñíîâà íà òåîðåòè÷íèÿ àíàëèç å íàïðàâåí èçâîäúò, ÷åïðè ñèñòåìè ñ îáùà ïàìåò èëè ñ ðàçïðåäåëåíà ïàìåò ïðè ìàëêè ñòîéíîñòè íà ts; twè tstw , àëãîðèòìèòå PFASV è PGMF èìàò ïî-äîáðà ïðîèçâîäèòåëíîñò. Àñèìïòîòè÷íîîòíîñíî áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå, PGMS ìîæå äà å ïî-äîáúð çà íÿêîè ïàðàëåëíè ñèñòåìè(íàïð. êëúñòåðè, ìðåæè îò ðàáîòíè ñòàíöèè), êàêòî ïî îòíîøåíèå íà ðåàëíîòî âðåìåçà èçïúëíåíèå, òàêà è ñïðÿìî óñêîðåíèåòî.Â ïîñëåäíèÿ ðàçäåë 3.4 íà ãëàâàòà ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè îò ÷èñëåíèòå åêñ-ïåðèìåíòè ïðîâåäåíè âúðõó ÷åòèðè ïàðàëåëíè ñèñòåìè � Parma, Grendel, Beowulfè Blue. Íàïðàâåíîòî ñðàâíåíèå íà ïîâåäåíèåòî íà èçñëåäâàíèòå àëãîðèòìè, êàêòîïîìåæäó èì, òàêà è ïî îòíîøåíèå íà ìàøèíèòå ïîòâúðæäàâà èçâîäèòå íàïðàâåíè âò. 3.3. Èìåííî, ïîñëåäîâàòåëíèÿò àëãîðèòúì ñ àñèìïòîòè÷íî íàé-ãîëÿìà èç÷èñëèòåë-íà ñëîæíîñò â íÿêîè ñëó÷àè èìà íàé-äîáðî ïàðàëåëíî ïîâåäåíèå è íàé-ìàëêî îáùîâðåìå çà èçïúëíåíèå.×åòâúðòà ãëàâà å ïîñâåòåíà íà ïàðàëåëíè èòåðàöèîííè àëãîðèòìè çà ðåàëèçèðàíåíà ìåòîäà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò. Èçñëåäâàí å òåîðåòè÷íî è åêñïåðèìåíòàëíî íîâïàðàëåëåí ïðåîáóñëîâèòåë. Ñ íåãîâà ïîìîù ñå ðåøàâàò å�åêòèâíî ãîëåìè ÑËÀÓ, ïî-ëó÷åíè ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ íà àíèçîòðîïíà äâóìåðíà åëèïòè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à îòâòîðè ðåä ÷ðåç çàâúðòåíè áèëèíåéíè íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè âúðõó ÷åòèðèú-ãúëíèöè. Â îñíîâàòà íà ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì å ìîäè�èöèðàíàòà íåïúëíà �àêòî-ðèçàöèÿ íà Õîëåöêè (Modified Inomplete Cholesky, MIC(0)) íà ðàçðåäåíè ìàòðèöè.Òÿ å ïðèëîæåíà âúðõó ëîêàëíî êîíñòðóèðàíà àïðîêñèìàöèÿ íà èçõîäíàòà ìàòðèöàíà êîðàâèíà, ïîçâîëÿâàùà óñòîé÷èâà MIC(0) �àêòîðèçàöèÿ. Ïîëó÷åíèÿò ïðåîáóñëî-âèòåë èìà ñïåöèàëíà áëî÷íà ñòðóêòóðà, êîÿòî çàïàçâà èç÷èñëèòåëíàòà å�åêòèâíîñò



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 23íà ïîòî÷êîâàòà íåïúëíà �àêòîðèçàöèÿ êàòî åäíîâðåìåííî ñ òîâà äàâà âúçìîæíîñòçà ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ.Ñúùíîñòòà íà MIC(0) è íà ïðåäëîæåíàòà ïîåëåìåíòíà êîíñòðóêöèÿ ñà ïðåäñòàâå-íè â ðàçäåë 4.1. Êàòî ðåçóëòàò îò ëîêàëíèÿ àíàëèç â ðàçäåë 4.2 å ïîëó÷åíî, ÷å: 1) ðàç-ðåäåíàòà àïðîêñèìàöèÿ B íà ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà A óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà çàóñòîé÷èâà MIC(0) �àêòîðèçàöèÿ è çà äâàòà ñëó÷àÿ MP è MV íà âúçëîâèòå áàçèñíè�óíêöèè; 2) ìàòðèöèòå B è A ñà ñïåêòðàëíî åêâèâàëåíòíè, êàòî çà îòíîñèòåëíîòî÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò ñà â ñèëà ðàâíîìåðíè îöåíêè ïî îòíîøåíèå íà ðàçìåðíîñòòà íàçàäà÷àòà è íà ïðîèçâîëíè ñêîêîâå íà êîå�èöèåíòèòå; 3) èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò çàåäíà èòåðàöèÿ íà PCG àëãîðèòúìà å O(N). Â ðàçäåë 4.3 å èëþñòðèðàíà ñêîðîñòòà íàñõîäèìîñò íà ïîëó÷åíèÿ PCG àëãîðèòúì â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòúðà íà àíèçîòðî-ïèÿ. Åêñïåðèìåíòàëíî ñå ïîòâúðæäàâà, ÷å �(C�1A) = O(N 12 ), êúäåòî C = CMIC(0)(B),ò. å. ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò å O(N 14 ).�àçäåë 4.4 å ïîñâåòåí íà ïàðàëåëíàòà ðåàëèçàöèÿ íà êîíñòðóèðàíèÿ PCG àëãî-ðèòúì. �àçãëåäàíèòå âúïðîñè ñà ñâúðçàíè ñ ðàçïðåäåëÿíå íà äàííè è èç÷èñëåíèÿè íåîáõîäèìè êîìóíèêàöèè. Ïîëó÷åíà å òåîðåòè÷íà îöåíêà çà ïàðàëåëíîòî âðåìå çàèçïúëíåíèå. Îïðåäåëÿùàòà ÷àñò îò íåîáõîäèìèòå êîìóíèêàöèè ñà ëîêàëíè è ïðîèçâî-äèòåëíîñòòà íà àëãîðèòúìà ñëàáî çàâèñè îò áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå è îò àðõèòåêòóðàòàíà ïàðàëåëíàòà ñèñòåìà. Êîå�èöèåíòèòå ïðåä ts è tw â îöåíêàòà íà âðåìåòî çà êîìó-íèêàöèè çàâèñÿò îò ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà. Ïî òàçè ïðè÷èíà ïðîèçâîäèòåëíîñòòàçàâèñè ñúùåñòâåíî îò ñòîéíîñòèòå íà ts è tw. Ïî-ìàëêèòå ïàðàìåòðè íà êîìïþòúðà tsè tw íàìàëÿâàò âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè è âîäÿò â îáùèÿ ñëó÷àé äî ïî-äîáðè óñêîðå-íèå è å�åêòèâíîñò. Â ÷àñòíîñò, ïðè ïàðàëåëåí êîìïþòúð ñ îáùà ïàìåò, íà ïðàêòèêàíå ñå èçâúðøâàò êîìóíèêàöèè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å óñêîðåíèåòî SNp = T1TNp â òîçè ñëó-÷àé ùå áúäå áëèçêî äî òåîðåòè÷íàòà ñè ãîðíà ãðàíèöà SNp � Np. Îò ïîëó÷åíàòàîöåíêà ñëåäâà, ÷å ãîëåìè îòíîøåíèÿ ts=tw è ts=ta ìîãàò äà äîâåäàò äî íàìàëÿâà-íå íà ïðîèçâîäèòåëíîñòòà ñ ïîâå÷å îò 50% çà ãîëåìè äèñêðåòíè çàäà÷è. Ñâîéñòâàòàíà ïàðàëåëíèÿ àëãîðèòúì ñà èëþñòðèðàíè â ò. 4.5 ñ ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè âúðõóäâà Beowulf êëúñòåðà. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ïîêàçâàò ïîòåíöèàëà íà ðàçðàáîòåíèÿïàðàëåëåí àëãîðèòúì çà ðåàëèçàöèè âúðõó ñèñòåìè ñ îáùà ïàìåò. �åçóëòàòèòå ïðåä-ñòàâåíè â òàçè ãëàâà ñà ïðèëîæåíè îò G. Benheva, I. Georgiev, S. Margenov [22℄ ïðèêîíñòðóèðàíåòî íà ïàðàëåëåí äâóíèâîâ ïðåîáóñëîâèòåë çà àíèçîòðîïíè çàäà÷è, äèñ-êðåòèçèðàíè ÷ðåç Crouzeix-Raviart òðèúãúëíè íåêîí�îðìíè åëåìåíòè.



24 ÓâîäÑïèñúê ïóáëèêàöèè ïî äèñåðòàöèÿòàÎñíîâíèòå ðåçóëòàòè ïî äèñåðòàöèÿòà ñà ïóáëèêóâàíè â:1. G. Benheva, Comparative performane analysis of 2D separable ellipti solvers,Proeedings of the XIII-th summer shool ½Software and Algorithms of NumerialMathematis�, Ne�tiny, Czeh Republi, (1999), 11�27.2. G. Benheva, Comparative analysis of marhing algorithms for separable elliptiproblems, Numerial Analysis and its Appliations, Springer LNCS, 1988 (2001),76�83.3. G. Benheva, MPI parallel implementation of a fast separable solver, Large-SaleSientifi Computing, Springer LNCS, 2179 (2001), 454�461.4. G. Benheva, Parallel implementation of a generalized marhing algorithm, TehnialReport ISC-04-10-MATH (2004) (http://www.is.tamu.edu/ispubs/0410.ps).5. G. Benheva, Parallel performane omparison of three diret separable elliptisolvers, Large-Sale Sientifi Computing, Springer LNCS, 2907 (2004), 421�428,(Extended version: Tehnial Report ISC-03-02-MATH(http://www.is.tamu.edu/ispubs/0302.ps).)6. G. Benheva, S. Margenov, On a preonditioning strategy for rotated linear FEMellipti systems, Proeedings, PRISM'01 , University of Nijmegen, The Netherlands,(2001), 87�90.7. G. Benheva, S. Margenov, Parallel inomplete fatorization preonditioning ofrotated linear FEM systems, Journal of Computational and Applied Mehanis,4(2) (2003), 105�117.8. G. Benheva, S. Margenov, Performane analysis of a parallel MIC(0) preondi-tioning of rotated bilinear nononforming FEM systems, Mathematia Balkania,17 (2003), 319�335.Òðè îò ïðåäñòàâåíèòå ïóáëèêàöèè ïî äèñåðòàöèÿòà ñà â Leture Notes in ComputerSiene � ïîðåäèöà ñ ½èìïàêò-�àêòîð� (impat fator 0.872 çà 1999ã.).Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå�åçóëòàòèòå âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà ñåìèíàðà íà ñåêöèè ½Ïà-ðàëåëíè àëãîðèòìè� è ½Íàó÷íè ïðåñìÿòàíèÿ� íà Èíñòèòóò ïî ïàðàëåëíà îáðàáîòêà



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 25íà èí�îðìàöèÿòà (ÈÏÎÈ) ïðè ÁÀÍ. ×àñò îò òÿõ ñà ïðåäñòàâåíè è íà ñåìèíàðè íàãðóïèòå ïî ×èñëåíè ìåòîäè â Texas A&M University, College Station, Texas, USA è âInstitute of Geonis, Aademy of Sienes of Czeh Republi, Ostrava, Czeh Republi.Ñúùåñòâåíè ÷àñòè îò äèñåðòàöèÿòà ñà ïðåäñòàâåíè íà ñëåäíèòå ñïåöèàëèçèðàíèíàó÷íè êîí�åðåíöèè: XIII-th summer shool ½Software and Algorithms of NumerialMathematis�, Ne�tiny, Czeh Republi, September 1999; Seond Conferene on Numeri-al Analysis and Appliations, Rousse, Bulgaria, June 2000; International Workshopon Parallel Matrix Algorithms and Appliations, Neuh�atel, Switzerland, August 2000;International Conferene on Preonditioned Robust Iterative Solution Methods for Prob-lems with Singularities, University of Nijmegen, The Netherlands, May 2001; 3rd Interna-tional Conferene on ½Large-Sale Sientifi Computations�, Sozopol, Bulgaria, June 2001;An Euro Conferene on Numerial Methods and Computational Mehanis, Universityof Miskol, Miskol, Hungary, July 2002; Fifth International Conferene on NumerialMethods and Algorithms, Borovets, Bulgaria, August 2002; Seond Workshop on ParallelMatrix Algorithms and Appliations, Neuh�atel, Switzerland, November 2002; 4th Inter-national Conferene on ½Large-Sale Sientifi Computations�, Sozopol, Bulgaria, June2003.Îñíîâíè íàó÷íè ïðèíîñèÎñíîâíèòå ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè â äèñåðòàöèÿòà, èìàò êîíñòðóêòèâåí õàðàêòåð. Òå ñà:1. Íàïðàâåí å òåîðåòè÷åí è åêñïåðèìåíòàëåí ñðàâíèòåëåí àíàëèç íà ïåò àëãîðèòú-ìà çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå � SV, FASV, SM, GMF, GMS. Ïðåäëîæåíàòàâ äèñåðòàöèÿòà îðèãèíàëíà ìîäè�èêàöèÿ GMS íà GMF îïðîñòÿâà ñòðóêòóðàòàíà îáîáùåíèÿ ìàðø àëãîðèòúì è èìà ïðåäèìñòâà ïî îòíîøåíèå íà ïàðàëåëíàòàðåàëèçàöèÿ.2. Êîíñòðóèðàí å è å èçñëåäâàí òåîðåòè÷íî è åêñïåðèìåíòàëíî ïðåîáóñëîâèòåë ñðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè çà àíèçîòðîïíè åëèïòè÷íè ãðàíè÷íè çàäà÷è, äèñê-ðåòèçèðàíè ñ íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè ÊÅ. Ïîëó÷åíèòå îöåíêè çà ÷èñëîòîíà îáóñëîâåíîñò ñà ðàâíîìåðíè îòíîñíî ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà è âúçìîæíèñêîêîâå íà êîå�èöèåíòèòå. Ïîëó÷åíà å õàðàêòåðèçàöèÿ íà âëèÿíèåòî íà êîå�è-öèåíòà íà àíèçîòðîïèÿ âúðõó å�åêòèâíîñòòà íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ.3. Ïðåäëîæåíè ñà íîâè ïàðàëåëíè ðåàëèçàöèè íà àëãîðèòìèòå FASV, GMF, GMSè å íàïðàâåí òåîðåòè÷åí ñðàâíèòåëåí àíàëèç íà òåõíèòå ñâîéñòâà.



26 Óâîä4. Ïðåäëîæåí å íîâ ïàðàëåëåí ïðåîáóñëîâèòåë çà àíèçîòðîïíè åëèïòè÷íè ãðàíè÷-íè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ñ íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè ÊÅ. Ïðèëîæåíà åMIC(0) �àêòîðèçàöèÿ âúðõó ëîêàëíî êîíñòðóèðàíà àïðîêñèìàöèÿ B íà ìàò-ðèöàòà íà êîðàâèíà A. Çà ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò �(B�1A) ñà ïîëó÷åíè ðàâ-íîìåðíè îöåíêè îòíîñíî ðàçìåðíîñòòà íà äèñêðåòíàòà çàäà÷à è ñêîêîâåòå íàêîå�èöèåíòèòå.5. Ïîëó÷åíà å õàðàêòåðèçàöèÿ íà ïàðàëåëíàòà å�åêòèâíîñò íà êîíñòðóèðàíèòåïðåêè è èòåðàöèîííè àëãîðèòìè çà êëàñîâå ïàðàëåëíè èç÷èñëèòåëíè ñèñòåìè ñðàçïðåäåëåíà ïàìåò.6. Íàïðàâåí å åêñïåðèìåíòàëåí ñðàâíèòåëåí àíàëèç íà ïîâåäåíèåòî íà âñåêè îòïðåäëîæåíèòå ïàðàëåëíè àëãîðèòìè âúðõó ðàçïðåäåëåíè ñèñòåìè ñ ðàçëè÷íèõàðàêòåðèñòèêè.ÁëàãîäàðíîñòèÈçêàçâàì ñúðäå÷íà áëàãîäàðíîñò íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë ñò.í.ñ. ä-ð Ïàíàéîò Âà-ñèëåâñêè è íà íàó÷íèÿ ñè êîíñóëòàíò ñò.í.ñ. I ñò. äìí Ñâåòîçàð Ìàðãåíîâ çà ïîñòî-ÿííîòî âíèìàíèå è ñúäåéñòâèå ïî ðàçðàáîòâàíàòà òåìà, êàêòî è íà êîëåêòèâèòå íàñåêöèè ½Íàó÷íè ïðåñìÿòàíèÿ� è ½Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè� ïðè ÈÏÎÈ-ÁÀÍ çà ñòèìó-ëèðàùàòà òâîð÷åñêà àòìîñ�åðà.Ñúùî òàêà áëàãîäàðÿ íà ãðóïèòå ïî ×èñëåíè ìåòîäè â University of Nijmegen,The Netherlands, Institute of Geonis, AS CR è Texas A&M University, TX USA çàïîëåçíèòå äèñêóñèè ïðè ðàçðàáîòâàíå íà ðàçëè÷íè ÷àñòè îò äèñåðòàöèÿòà, êàêòî èçà âúçìîæíîñòòà ïî âðåìå íà íàó÷íèòå ñè âèçèòè äà èçïîëçâàì íàëè÷íèòå ïðè òÿõïàðàëåëíè èç÷èñëèòåëíè ñèñòåìè.Áåç äà ãè ïîçíàâàì ëè÷íî, ñúì ïðèçíàòåëíà è íà àâòîðèòå íà êíèãèòå [6, 57, 59℄, êî-èòî îêàçâàò íåîöåíèìà ïîìîù íà âñåêè íà÷èíàåù ó÷åí â îáëàñòòà íà èç÷èñëèòåëíàòàìàòåìàòèêà ïðè ðàçðàáîòâàíåòî è òåñòâàíåòî íà ïðîãðàìè [6, 57℄ è ïðè ïîäãîòîâêàòàíà äîêëàäè è ñòàòèè [59℄.Îò ñúðöå áëàãîäàðÿ íà ñåìåéñòâîòî ñè çà ïðîÿâåíîòî òúðïåíèå è îêàçàíàòà ïîäê-ðåïà â òðóäíèòå ìîìåíòè ñúïúòñòâàùè èçñëåäâàíèÿòà è äîêóìåíòèðàíåòî íà ðåçóë-òàòèòå ïðåäñòàâåíè â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ.



�ëàâà 1Ïðåäâàðèòåëíà èí�îðìàöèÿÍàñòîÿùàòà ãëàâà èìà âúâåæäàù õàðàêòåð. Òóê ñà ïðåäñòàâåíè èçâåñòíè �àêòè,èçïîëçâàíè íà ðàçëè÷íè åòàïè îò èçñëåäâàíèÿòà â äèñåðòàöèÿòà. Íàé-íàïðåä å �îð-ìóëèðàíà èçõîäíàòà äè�åðåíöèàëíà çàäà÷à è å ïîêàçàíî íàêðàòêî êàê ñå ïîëó÷àâàòñúîòâåòíèòå ñèñòåìè ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ ïðè äâà ïîäõîäà çà äèñêðåòè-çàöèÿ. Ñëåä òîâà ñà ðàçãëåäàíè ìåòîäà çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ÷ðåç áëî÷íà �àêòî-ðèçàöèÿ è àëãîðèòúìà íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå. Â ïîñëåäíàòà ÷àñòâíèìàíèåòî å íàñî÷åíî êúì âúïðîñè, êàñàåùè êîíñòðóèðàíåòî è îöåíÿâàíåòî íà ïà-ðàëåëíè àëãîðèòìè.1.1 Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà è äèñêðåòèçàöèÿÏðåäìåò íà èçñëåäâàíèÿòà â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà ÷èñëåíè ìåòîäè (ïðåêè èèòåðàöèîííè) çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ îò âèäà Ax = fïîëó÷åíè ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ íà åëèïòè÷íàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à îò âòîðè ðåä(1.1.1) �������� �r � (a(y)ru(y)) = f(y) â 
;u = �(y) âúðõó �D;(a(y)ru(y)) � n = g(y) âúðõó �N :Òóê y = (y1; y2), ñ ru(y) å îçíà÷åí ãðàäèåíòà íà u(y) (ru(y) = ( �u�y1 ; �u�y2 )T ), à r � q åäèâåðãåíöèÿòà íà q (q = (q1; q2)T , r � q = �q1�y1 + �q2�y2 ). Ïî-íàòàòúê ñå ïðåäïîëàãà, ÷å 
å èçïúêíàëà ìíîãîúãúëíà îáëàñò â R2 , f(y); �(y); g(y) ñà äàäåíè �óíêöèè â L2(
),n å åäèíè÷íà âúíøíà íîðìàëà êúì ãðàíèöàòà � = �
 è � = �D [ �N , meas(�D) 6=0. Ôóíêöèèòå aij(y) ñà íà ÷àñòè ãëàäêè âúðõó 
 = 
 [ � êàòî ìàòðèöàòà a(y) =faij(y)g2i;j=1 å ñèìåòðè÷íà è ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà â 
.27



28 Ïðåäâàðèòåëíà èí�îðìàöèÿÑòðóêòóðàòà íà ïîëó÷åíàòà ÑËÀÓ çàâèñè ïðÿêî îò íà÷èíà íà äèñêðåòèçàöèÿ.Èçìåæäó íàé-èçâåñòíèòå è ÷åñòî èçïîëçâàíè ïîäõîäè çà àïðîêñèìàöèÿ ñà ìåòîäà íàêðàéíèòå ðàçëèêè (ÌÊ�) è ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè (ÌÊÅ).Â ñëåäâàùèòå äâå ñåêöèè å ïîêàçàíî, êàê ñå ïîëó÷àâà ëèíåéíàòà ñèñòåìà çà:à) åëèïòè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, äèñêðåòèçèðàíà ïî ÌÊ�ïðè ïåòòî÷êîâ øàáëîí ½êðúñò�; á) åëèïòè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à, äèñêðåòèçèðàíà ñïîìîùòà íà ÷åòèðèúãúëíè íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè. Â ñëåäâàùèòå ãëàâè ñàêîíñòðóèðàíè è èçñëåäâàíè å�åêòèâíè ïîñëåäîâàòåëíè è ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çàðåøàâàíåòî íà ÑËÀÓ çà òåçè äâà ñëó÷àÿ.1.1.1 Ìåòîä íà êðàéíèòå ðàçëèêè çà çàäà÷à ñ ðàçäåëÿùè ñåïðîìåíëèâè�àçãëåæäàìå çàäà÷à íà Äèðèõëå çà åëèïòè÷íî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä ñ ðàçäåëÿùèñå ïðîìåíëèâè îò âèäà:
(1.1.2) ������� � 2Xs=1 ��ys �as(ys) �u�ys� = f(y); y 2 
u = �(y); y 2 �
 ;êúäåòî y = (y1; y2) è 
 = (0; 1)2, à �óíêöèèòå as(ys), f(y) è �(y) ñà äîñòàòú÷íî ãëàäêè.Çàäà÷àòà (1.1.2) å ÷àñòåí ñëó÷àé íà (1.1.1), ïðè êîéòî a(y) å äèàãîíàëíà ìàòðè-öà, aii çàâèñÿò ñàìî îò yi è ãðàíèöàòà �N = ;. Ïî-äîëó å îïèñàíî êàê ñå ïîëó÷àâàñúîòâåòíàòà ÑËÀÓ, êàòî ñå ïðèëîæè ÌÊ� ïðè ïåòòî÷êîâ øàáëîí ½êðúñò� âúðõó ðàâ-íîìåðíà ìðåæà (À.À. Ñàìàðñêèé [3℄). Ñúùàòà äèñêðåòíà çàäà÷à ñå ïîëó÷àâà è ÷ðåçíà ÷àñòè ëèíåéíè òðèúãúëíè êðàéíè åëåìåíòè âúðõó ðàâíîìåðíà ìðåæà (�. Ñòðåíã,Äæ. Ôèêñ [5℄).Èçïîëçâàìå ìðåæà ñúñ ñòúïêè h1 = 1n+ 1 ; h2 = 1m+ 1 (m; n 2 N) è âúòðåøíèâúçëè(1.1.3) (yi1; yj2) = (i h1; j h2); i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; m:Âñåêè îò äè�åðåíöèàëíèòå îïåðàòîðè ��ys �as(ys) �u�ys� ; s = 1; 2 ñå àïðîêñèìèðàñ äè�åðåí÷åí îïåðàòîð îò âèäà(1.1.4) 1hs �as(ys + 12hs) uys � as(ys � 12hs) uys� ; s = 1; 2 ;



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 29êúäåòî uy1 = u(y1 + h1; y2)� u(y1; y2)h1 ; uy2 = u(y1; y2 + h2)� u(y1; y2)h2 ;uy1 = u(y1; y2)� u(y1 � h1; y2)h1 ; uy2 = u(y1; y2)� u(y1; y2 � h2)h2 :Çà àïðîêñèìàöèÿ íà äÿñíàòà ñòðàíà f(y) ñå èçáèðà ìðåæîâà �óíêöèÿ '(y) òàêàâà,÷å '(y) � f(y) = O (jhj2), êúäåòî jhj2 = h21 + h22. Ïîíåæå f(y) å íåïðåêúñíàòà, ìîæåäà ñå âçåìå '(y) = f(y) çà y 2 f(yi1; yj2); i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; m g.Êàòî ñå âúâåäå îçíà÷åíèåòî efi;j = f(yi1; yj2), íà äè�åðåíöèàëíàòà çàäà÷à (1.1.2) ñåñúïîñòàâÿ äè�åðåí÷íàòà çàäà÷à íà Äèðèõëå
(1.1.5)

����������������
� 1h21 �a1;i� 12 xi�1;j � (a1;i+ 12 + a1;i� 12 ) xi;j + a1;i+ 12 xi+1;j�� 1h22 �a2;j� 12 xi;j�1 � (a2;j+ 12 + a2;j� 12 ) xi;j + a2;j+ 12 xi;j+1� = efi;j ;i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; m;x0;j = �(0; yj2); xn+1;j = �(1; yj2); j = 1; : : : ; m;xi;0 = �(yi1; 0); xi;m+1 = �(yi1; 1); i = 1; : : : ; n; :

Òóê xi;j å ñòîéíîñòòà íà òúðñåíàòà �óíêöèÿ âúâ âúçåë (yi1; yj2) íà ìðåæàòà (1.1.3).Äå�èíèöèÿ 1.1.1 Íåêà C å ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò m1� n1 è åëåìåíòè i;j, à D åìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò m2 � n2. ÌàòðèöàòàC 
D = 0BBBB� 1;1D 1;2D : : : 1;n1 D2;1D 2;2D : : : 2;n1 D: : : : : : : : : : : :m1;1D m1;2D : : : m1;n1 D
1CCCCAå ñ ðàçìåðíîñò m1m2 � n1 n2 è ñå íàðè÷à òåíçîðíî ïðîèçâåäåíèå íà ìàòðèöèòå Cè D.Íåêà T = fti;jgni;j=1 è B = fbi;jgmi;j=1 ñà ìàòðè÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà äè�åðåí÷íèòåîïåðàòîðè (1.1.4) ñúîòâåòíî çà s = 1 è s = 2. Òå ñà òðèäèàãîíàëíè, ñèìåòðè÷íè èïîëîæèòåëíî (ïîëó-)îïðåäåëåíè ìàòðèöè è èìàò âèäà:

T = 1h21
0BBBBBBBBBB�
a1;1+ 12 + a1;1� 12 �a1;1+ 12 0 0�a1;2� 12 a1;2+ 12 + a1;2� 12 �a1;2+ 12 0. . . . . . . . .. . . . . . . . .0 �a1;n�1� 12 a1;n�1+ 12 + a1;n�1� 12 a1;n�1+ 120 0 �a1;n� 12 a1;n+ 12 + a1;n� 12

1CCCCCCCCCCA ;
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B = 1h22

0BBBBBBBBBB�
a2;1+ 12 + a2;1� 12 �a2;1+ 12 0 0�a2;2� 12 a2;2+ 12 + a2;2� 12 �a2;2+ 12 0. . . . . . . . .. . . . . . . . .0 �a2;m�1� 12 a2;m�1+ 12 + a2;m�1� 12 a2;m�1+ 120 0 �a2;m� 12 a2;m+ 12 + a2;m� 12

1CCCCCCCCCCA :
Àêî ñå èçïîëçâà ïîäðåæäàíå íà íåèçâåñòíèòå ïî õîðèçîíòàëíè ëèíèè, ò.å. ïî ëèíèèy2 = onst, ñèñòåìàòà (1.1.5) ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç òåíçîðíî ïðîèçâåäåíèå íà ìàòðèöè ïîñëåäíèÿ íà÷èí:(1.1.6) Ax = f ;êúäåòî A = B 
 In + Im 
 T

= 0BBBBBBBBBB�
T + b1;1 In b1;2 In 0 : : : 0b2;1 In T + b2;2 In b2;3 In : : : 0. . . . . . . . .. . . . . . . . .0 : : : bm�1;m�2 In T + bm�1;m�1 In bm�1;m In0 : : : 0 bm;m�1 In T + bm;m In

1CCCCCCCCCCA ;
xT = (xT1 ; xT2 ; : : : ; xTm); fT = (fT1 ; fT2 ; : : : ; fTm); xj ; fj 2 Rn ; j = 1; : : : ; m;xj = (x1;j ; x2;j ; : : : ; xn;j)T ; fj = (f1;j ; f2;j ; : : : ; fn;j)T ;à In è Im ñà åäèíè÷íè ìàòðèöè îò ðåä n è m. Êîìïîíåíòèòå fi;j íà äÿñíàòà ÷àñò ñåïîëó÷àâàò îò efi;j ñëåä íàëàãàíå íà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ êàêòî ñëåäâàf1;j = ef1;j + 1h21 a1;1� 12 x0;j; fn;j = efn;j + 1h21 a1;n+ 12 xn+1;j; j = 2; : : : ; m� 1;fi;1 = efi;1 + 1h22 a2;1� 12 xi;0; fi;m = efi;m + 1h22 a2;m+ 12 xi;m+1; i = 2; : : : ; n� 1;f1;1 = ef1;1 + 1h21 a1;1� 12 x0;1 + 1h22 a2;1� 12 x1;0;f1;m = ef1;m + 1h21 a1;1� 12 x0;m + 1h22 a2;m+ 12 x1;m+1;fn;1 = efn;1 + 1h21 a1;n+ 12 xn+1;1 + 1h22 a2;1� 12 xn;0;fn;m = efn;m + 1h21 a1;n+ 12 xn+1;m + 1h22 a2;m+ 12 xn;m+1;



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 31fi;j = efi;j; i = 2; : : : ; n� 1; j = 2; : : : ; m� 1:Çà õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ å â ñèëà fi;j = efi;j; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; m.Àêî ñå èçïîëçâà âåðòèêàëíî ëåêñèêîãðà�ñêî ïîäðåæäàíå íà íåèçâåñòíèòå, ò.å. ïîëèíèè y1 = onst, ñèñòåìàòà (1.1.5) ñå çàïèñâà âúâ âèäà:(1.1.7) A0x0 = f 0 ;êúäåòî A0 = T 
 Im + In 
 B
= 0BBBBBBBBBB�

B + t1;1 Im t1;2 Im 0 : : : 0t2;1 Im B + t2;2 Im t2;3 Im : : : 0. . . . . . . . .. . . . . . . . .0 : : : tn�1;n�2 Im B + tn�1;n�1 Im tn�1;n Im0 : : : 0 tn;n�1 Im B + tn;n Im
1CCCCCCCCCCA ;

x0T = (x01T ; x02T ; : : : ; x0nT ); f 0T = (f 01T ; f 02T ; : : : ; f 0nT ); x0i; f 0i 2 Rm ; i = 1; : : : ; n;x0i = (xi;1 ; xi;2 ; : : : ; xi;m)T ; f 0i = (fi;1 ; fi;2 ; : : : ; fi;m)T :Ïðè ñòàíäàðòíà ìðåæà è íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå (Ôèãóðà 1.1à)), íåíóëåâàòà ñòðóê-òóðà íà ìàòðèöàòà å èçîáðàçåíà íà Ôèãóðà 1.1á).
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*******à) òðèàíãóëàöèÿ; á) ìàòðèöà íà êîðàâèíà AÔèã. 1.1: Íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå è íåíóëåâà ñòðóêòóðà íà ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà ïðèñòàíäàðòíà òðèàíãóëàöèÿ íà îáëàñòòà çà ÌÊ� ïðè ïåòòî÷êîâ øàáëîí ½êðúñò�.Â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà ïðåäëîæåíè è èçñëåäâàíè ïðåêè ìåòîäè çà ðåøàâàíåíà ñèñòåìà (1.1.5). Ñúîòâåòíèòå ðåçóëòàòè ñà ïðåäñòàâåíè â �ëàâà 2 è �ëàâà 3.



32 Ïðåäâàðèòåëíà èí�îðìàöèÿ1.1.2 Íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè êðàéíè åëåìåíòèÒóê ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà (1.1.1) â ñëó÷àÿ íà õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ. Êàêòîå èçâåñòíî, òîâà íå âîäè äî îãðàíè÷åíèÿ íà ìåòîäà çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà, òúéêàòî ïðè íåõîìîãåííè óñëîâèÿ ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà íå ñå ïðîìåíÿ. Âàðèàöèîííàòà�îðìóëèðîâêà íà çàäà÷àòà ãëàñè: çà äàäåíî f 2 L2(
) äà ñå íàìåðè �óíêöèÿ u 2H1D(
) = fv 2 H1(
) : v = 0 âúðõó �Dg, óäîâëåòâîðÿâàùà óðàâíåíèåòî(1.1.8) A(u; v) = (f; v) ; 8v 2 H1D(
) ;êúäåòî A(u; v) = Z
 a(y)ru(y) � rv(y) dy :Íà íåïðåêúñíàòàòà çàäà÷à (1.1.8) ñå ñúïîñòàâÿ äèñêðåòíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Îáëàñòòà
 ñå ðàçäåëÿ íà èçïúêíàëè ÷åòèðèúãúëíèöè e 2 !h. �àçäåëÿíåòî !h å ñúãëàñóâàíîñ òî÷êèòå íà ïðåêúñâàíå íà a(y) òàêà, ÷å âúðõó âñåêè åëåìåíò e 2 !h �óíêöèÿòàa(y) å ãëàäêà. Îñâåí òîâà ñå ïðåäïîëàãà, ÷å ðàçäåëÿíåòî å êâàçè-ðàâíîìåðíî ñ õàðàê-òåðèñòè÷åí ìðåæîâ ïàðàìåòúð h. Êîíñòðóèðà ñå êðàéíîåëåìåíòíî ïðîñòðàíñòâî Vhñúîòâåòñòâàùî íà !h, êàòî ñå èçïîëçâàò çàâúðòåíè áèëèíåéíè íåêîí�îðìíè êðàéíèåëåìåíòè (íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè ÊÅ), êàêòî å ïðåäëîæåíî îò R. Rannaher,S. Turek [78℄. Â äèñåðòàöèÿòà ñå ðàçãëåæäàò äâà àëòåðíàòèâíè âàðèàíòà íà Vh (îçíà-÷åíè ñ MP è MV) â çàâèñèìîñò îò èçáîðà íà âúçëîâè áàçèñíè �óíêöèè b�i.Êàòî áàçèñåí åëåìåíò E ïðè äå�èíèðàíåòî íà èçîïàðàìåòðè÷åí ðîòèðàí áèëèíååíåëåìåíò ñå èçïîëçâà åäèíè÷åí êâàäðàò (�1; 1)2 ñúñ ñòðàíè �j; j = 1; : : : ; 4 óñïîðåäíèíà êîîðäèíàòíèòå îñè è âúçëè j = 1; : : : ; 4 â ñðåäèòå íà ñòðàíèòå ìó (âèæ Ôèãóðà 1.2).Ïðè äå�èíèðàíåòî íà âúçëîâèòå áàçèñíè �óíêöèè b�i 2 Sp, Sp = spanf1; y1; y2; y21�y22g
E

y
Γ

ΓΓ

Γ

1−1

−1

1

1 2

4

3
1 2

3

4

y 1

2

Ôèã. 1.2: Áàçîâ íåêîí�îðìåí êðàåí åëåìåíò E.çà MP è MV ñå èçïîëçâàò ñúîòâåòíî ïîòî÷êîâ (mid-point) è èíòåãðàëåí (integral mid-value) èíòåðïîëàöèîíåí îïåðàòîð. Ñòàíäàðòíèòå èíòåðïîëàöèîííè óñëîâèÿ b�i(j) =



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 33Æi;j; i; j = 1; : : : ; 4 ñå èçïîëçâàò ïðè MP, êúäåòî Æi;j å ñèìâîëà íà Êðîíåêåð. Óñëîâèÿòàçà MV ñà 1j�jj Z�j b�i dy = Æi;j; i; j = 1; : : : ; 4 ;êúäåòî �j å ñòðàíàòà íà E ñúäúðæàùà âúçåë j. Èçðàçèòå çà b�i â òåçè äâà ñëó÷àÿ ñàñëåäíèòå: Áàçèñ MP Áàçèñ MVb�1(y1; y2) = 14(1� 2y1 + (y21 � y22)) b�1(y1; y2) = 18(2� 4y1 + 3(y21 � y22))b�2(y1; y2) = 14(1 + 2y1 + (y21 � y22)) b�2(y1; y2) = 18(2 + 4y1 + 3(y21 � y22))b�3(y1; y2) = 14(1� 2y2 � (y21 � y22)) b�3(y1; y2) = 18(2� 4y2 � 3(y21 � y22))b�4(y1; y2) = 14(1 + 2y2 � (y21 � y22)) b�4(y1; y2) = 18(2 + 4y2 � 3(y21 � y22))Íåêà îçíà÷èì ñ  e : E ! e ñúîòâåòíàòà èçîïàðàìåòðè÷íà òðàíñ�îðìàöèÿ çà âñå-êè åëåìåíò e 2 !h. Òîãàâà åëåìåíòíèòå âúçëîâè áàçèñíè �óíêöèè ñå ïðåñìÿòàò ïî�îðìóëàòà f�ig4i=1 = fb�i Æ  �1e g4i=1 :Òå äå�èíèðàò áàçèñ îò ïðåêúñíàòè (íåêîí�îðìíè) �óíêöèè â ïðîñòðàíñòâîòî Vh.Ñúîòâåòñòâàùàòà íà (1.1.8) äèñêðåòíà çàäà÷à ïîëó÷åíà ïî ÌÊÅ å: äà ñå íàìåðè�óíêöèÿ uh 2 Vh, óäîâëåòâîðÿâàùà óðàâíåíèåòî(1.1.9) Ah(uh; vh) = (f; vh) ; 8vh 2 Vh;êúäåòî Ah(uh; vh) = Xe2!h Ze a(e)ruh � rvh dy :Òóê a(e) å äå�èíèðàíà êàòî èíòåãðàëíî óñðåäíåíà ñòîéíîñò, ò.å.a(e) = 1jej Ze a(y) dy çà âñåêè åëåìåíò e 2 !h. Ñúùåñòâåíî å, ÷å çà òàçè äèñêðåòèçà-öèÿ ñå äîïóñêàò ãîëåìè ñêîêîâå íà êîå�èöèåíòèòå ïî ãðàíèöèòå ìåæäó åëåìåíòèòå.Çàäà÷à (1.1.9) ñå ñâåæäà äî ëèíåéíàòà ñèñòåìà óðàâíåíèÿ(1.1.10) Ax = b :Íà ïðàêòèêà òîâà ñòàâà ÷ðåç ïðåñìÿòàíå è àñåìáëèðàíå íà åëåìåíòíèòå ìàòðèöè íàêîðàâèíà Ae = f�eijg4i;j=1, �eij = Ze a(e)r�i � r�j dy, e 2 !h, êàòî ñå èçïîëçâà ñúîòâåòñ-òâèå ìåæäó ëîêàëíàòà è ãëîáàëíàòà íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå (âèæ íàïð. Y. Saad [81℄).Ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà A = faijgNi;j=1 îò (1.1.10) å ðàçðåäåíà, ñèìåòðè÷íà è ïîëîæè-òåëíî îïðåäåëåíà ñ íå ïîâå÷å îò 7 íåíóëåâè åëåìåíòà íà ðåä. Ñòðóêòóðàòà �è å åäíàè ñúùà çà MP è MV, íî çàâèñè îò òðèàíãóëàöèÿòà è íîìåðàöèÿòà íà âúçëèòå. Çà
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****à) òðèàíãóëàöèÿ á) ìàòðèöà íà êîðàâèíà AÔèã. 1.3: Íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå è ñòðóêòóðà íà ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà ïðè ñòàíäàð-òíî ðàçäåëÿíå íà îáëàñòòà íà íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè ÊÅ.ñòàíäàðòíà ìðåæà è ïîäðåæäàíå íà íåèçâåñòíèòå (Ôèãóðà 1.3 a)), ñòðóêòóðàòà íà Aå èçîáðàçåíà íà Ôèãóðà 1.3 á).Â ò. 2.4 è �ëàâà 4 ñà ïðåäëîæåíè è èçñëåäâàíè å�åêòèâíè èòåðàöèîííè ìåòîäè çàðåøàâàíå íà ÑËÀÓ ïîëó÷åíè ÷ðåç äèñêðåòèçàöèÿ íà åëèïòè÷íàòà ãðàíè÷íà çàäà÷à ñíåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè ÊÅ.1.2 Áàçîâè ïîñëåäîâàòåëíè àëãîðèòìè�åøàâàíåòî íà ñèñòåìè ËÀÓ ÷ðåç áëî÷íà �àóñîâà åëèìèíàöèÿ å â îñíîâàòà íà ìàðøàëãîðèòìèòå, èçñëåäâàíè â �ëàâà 2 è �ëàâà 3. Êàòî áàçîâ àëãîðèòúì çà ïðåäëîæå-íèòå â ò. 2.4 è �ëàâà 4 èòåðàöèîííè ìåòîäè å èçïîëçâàí àëãîðèòúìúò íà ñïðåãíàòèÿãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå (PCG). Â òàçè ñåêöèÿ ñå ïðåäñòàâÿ íàêðàòêî ñúùíîñòòàíà áëî÷íàòà �àóñîâà åëèìèíàöèÿ è PCG. Ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè çà áëî÷íà �àóñîâà åëè-ìèíàöèÿ è ñâîéñòâàòà íà äîïúëíåíèåòî íà Øóð ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè íàïð. â[11, 50℄, à çà PCG � íàïð. â [11, 50, 81℄.1.2.1 Áëî÷íà �àóñîâà åëèìèíàöèÿ�àçãëåæäàìå ñèñòåìà ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ ñúñ ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíîîïðåäåëåíà ìàòðèöà îò âèäà Ax = f , êúäåòîA =  A1;1 A1;2A2;1 A2;2 ! ; x =  x1x2 ! ; f =  f1f2 ! :Âåêòîðèòå xi è fi ñà ñ ðàçìåðíîñòè, ñúîòâåòñòâàùè íà áëîêîâåòå Ai;i çà i = 1; 2.



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 35Íåêà çàïèøåì ìàòðèöàòà â áëî÷íî �àêòîðèçèðàí âèä, ò. å.A =  A1;1 A1;2A2;1 A2;2 ! =  A1;1 0A2;1 S ! I A�11;1A1;20 I ! ;êúäåòî S = A2;2 � A2;1A�11;1A1;2 å äîïúëíåíèåòî íà Øóð (Shur).Òðÿáâà äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà: A1;1 0A2;1 S ! I A�11;1A1;20 I ! x1x2 ! =  f1f2 ! :Ïîëàãà ñå  y1y2 ! =  I A�11;1A1;20 I ! x1x2 ! :Òîãàâà ����� A1;1y1 = f1A2;1y1 + Sy2 = f2 :Òàçè ñèñòåìà ñå ðåøàâà îòíîñíî y è ñå ïîëó÷àâà(1.2.11) ����� y1 = A�11;1f1y2 = S�1(f2 � A2;1A�11;1f1) :Ïðè íàìåðåíè y1 è y2, x1 è x2 ñå íàìèðàò ïîñëåäîâàòåëíî îò����� x1 + A�11;1A1;2x2 = y1x2 = y2 ) ����� x2 = y2x1 = y1 � A�11;1A1;2y2êàòî â ïîñëåäíàòà ñèñòåìà y1 è y2 ñå çàìåñòâàò ñ ðàâíèòå èì îò (1.2.11). Ïî òîçèíà÷èí, ðåøàâàíåòî íà èçõîäíàòà çàäà÷à ñå ñâåæäà äî ñèñòåìàòà:(1.2.12) �������� A1;1y1 = f1Sx2 = f2 � A2;1y1A1;1x1 = f1 � A1;2x2 :1.2.2 Ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíåÈ ïðè äâàòà íà÷èíà íà äèñêðåòèçàöèÿ íà çàäà÷à (1.1.1), ðàçãëåäàíè â ò. 1.1, ñå ïîëó-÷àâà ñèñòåìà ËÀÓ îò âèäà(1.2.13) Ax = b :Ìàòðèöàòà A å ñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà îò ðåä N = dimA. Îñâåí òîâàA å ðàçðåäåíà ìàòðèöà, êàòî áðîÿò íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè âúâ âñåêè ðåä çàâèñè îò



36 Ïðåäâàðèòåëíà èí�îðìàöèÿìåòîäà íà äèñêðåòèçàöèÿ, à ñòðóêòóðàòà �è çàâèñè äîïúëíèòåëíî è îò íîìåðàöèÿòà íàâúçëèòå. Åäèí îò íàé-äîáðèòå èçâåñòíè èòåðàöèîííè àëãîðèòìè çà ðåøàâàíå íà ãîëå-ìè ëèíåéíè ñèñòåìè ñúñ ñèìåòðè÷íè è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíè ìàòðèöè å ìåòîäúòíà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò (Conjugate Gradient (CG) method).Ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà CG çàâèñè îò ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà ìàòðèöàòà�(A): ïðè íàìàëÿâàíå íà �(A) ñõîäèìîñòòà å ïî-áúðçà. Çà ñúæàëåíèå, â ñëó÷àÿ íàåëèïòè÷íè çàäà÷è îò âòîðè ðåä îáèêíîâåíî �(A) = O(N) = O(h�2), êúäåòî N å áðîÿòíà íåèçâåñòíèòå, à h å ñòúïêàòà íà ìðåæàòà. Â òàêèâà ñëó÷àè, èçõîäíàòà ñèñòåìà îòËÀÓ ñå ìîäè�èöèðà òàêà, ÷å ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò íà íîâàòà çàäà÷à(1.2.14) C�1Ax = C�1bäà áúäå ñúùåñòâåíî íàìàëåíî. Òîçè ïîäõîä å èçâåñòåí êàòî ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå (Preonditioned Conjugate Gradient (PCG) method).Äå�èíèöèÿ 1.2.1 Ñèìåòðè÷íàòà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà C, ó÷àñò-âàùà â (1.2.14) è Àëãîðèòúì PCG, ñå íàðè÷à ïðåîáóñëàâÿùà ìàòðèöà èëè ïî-êðàòêî ïðåîáóñëîâèòåë.Ñòàíäàðòíèÿò ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿ ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå çà ðåøàâàíå íà(1.2.13) ñ îòíîñèòåëíà ãðåøêà � è ïðåîáóñëîâèòåë C ìîæå äà áúäå çàïèñàí âúâ âèäà:Àëãîðèòúì PCGíà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 = C�1bíà÷àëåí ðåçèäóàë r0 = b� Ax0íà÷àëåí êâàçèðåçèäóàë h0 = C�1r0íà÷àëíà ïîñîêà íà òúðñåíå d0 = h0, �0 = r0t h0for k = 0; 1; 2; : : :èç÷èñëè �k = �kdktAdkñëåäâàùî ïðèáëèæåíèå xk+1 = xk + �kdkñëåäâàù ðåçèäóàë rk+1 = rk � �kAdkñëåäâàù êâàçèðåçèäóàë hk+1 = C�1rk+1�k+1 = rk+1thk+1ñòîï êðèòåðèé if �k+1 � �2 �0 then stopèç÷èñëè �k+1 = �k+1�kñëåäâàùà ïîñîêà íà òúðñåíå dk+1 = hk+1 + �kdkend {öèêúë ïî k}Êðàé {PCG}.



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 37Àëãîðèòúì CG ñå ïîëó÷àâà êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé íà PCG ïðè C = I. Òàêà îïèñàíèÿòÀëãîðèòúì PCG íà âñÿêà ñòúïêà îò èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ âêëþ÷âà åäíî ðåøàâàíåíà ñèñòåìà ñ ïðåîáóñëàâÿùàòà ìàòðèöà C, åäíî óìíîæåíèå íà ìàòðèöàòà A ïî âåêòîðïëþñ äâå ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ è òðè âåêòîðíè îïåðàöèè îò òèïà óìíîæåíèå íàñêàëàð ïî âåêòîð ïëþñ âåêòîð. Îò òóê, çà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà åäíà èòåðàöèÿñå ïîëó÷àâà îöåíêàòà(1.2.15) N PCGit (A�1b) � N (C�1rk+1) +N (Adk) + 10N :�îðíà ãðàíèöà çà áðîÿ íà èòåðàöèèòå ñå äàâà îò ñëåäíàòà òåîðåìà (âèæ íàïð.O. Axelsson [11℄ è C. Johnson [63℄).Òåîðåìà 1.2.1 Íåêà ñ Nit(�), � > 0 å îçíà÷åí áðîÿ íà PCG èòåðàöèèòå, äîñòàòú÷íèçà ïîëó÷àâàíå íà îòíîñèòåëíà ãðåøêà �k = krkkA�1kr0kA�1 � �. Òîãàâà(1.2.16) Nit(�) � l12p�(C�1A) ln 2�m :Ñëåäîâàòåëíî çà ÷èñëåíîòî ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà ñà äîñòàòú÷íè îáùîO(Nit(�)N PCGit (A�1b)) îïåðàöèè.Èç÷èñëÿâàíåòî íà krkkA�1 å ñâúðçàíî ñ îáðúùàíå íà ìàòðèöàòà A è îáèêíîâåíîêðèòåðèÿò çà ñïèðàíå íà èòåðàöèèòå ïðè ðåàëèçèðàíå íà ìåòîäà è ïðè èçñëåäâàíå íàñêîðîñòòà ìó íà ñõîäèìîñò å äîñòèãàíå íà îòíîñèòåëíà ãðåøêà �k = krkkC�1kr0kC�1 � �.Îò îöåíêàòà çà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà Àëãîðèòúì PCG è îò Òåîðå-ìà 1.2.1 ñëåäâà îáùàòà ñòðàòåãèÿ çà êîíñòðóèðàíå íà å�åêòèâíè ïðåîáóñëîâèòåëè.Öåëòà å ìàòðèöàòà C äà óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ, êîèòî â îáùèÿ ñëó÷àéñà â êîí�ëèêò:� Ñúùåñòâóâà å�åêòèâåí àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿC. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å çà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò òðÿáâà äà å â ñèëà óñëîâèåòîN (C�1x)�N (A�1x).� Îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò å ñúùåñòâåíî ïî-ìàëêî îò ÷èñëîòî íàîáóñëîâåíîñò íà èçõîäíàòà ìàòðèöà, ò.å. �(C�1A)� �(A).Äå�èíèöèÿ 1.2.2 Êàçâà ñå, ÷å ïðåîáóñëîâèòåëÿò C å îïòèìàëåí, êîãàòîN (C�1x) = O(N); �(C�1A) = O(1).Â ïðåäñòàâåíàòà äèñåðòàöèÿ ñà ïðåäëîæåíè äâà òèïà ïðåîáóñëîâèòåëè çà ðåøàâà-íå íà åëèïòè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à, äèñêðåòèçèðàíà ñ íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè ÊÅ.



38 Ïðåäâàðèòåëíà èí�îðìàöèÿÏúðâèÿò (âèæ ò. 2.4) å ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè âúðõó ñïåöèàëíî êîíñòðóèðàíàìðåæà. Âòîðèÿò ïðåîáóñëîâèòåë å îò òèï ïîòî÷êîâà íåïúëíà �àêòîðèçàöèÿ ILU (çàïîâå÷å ïîäðîáíîñòè âèæ [50, 41℄). Â ñëó÷àÿ íà ñèìåòðè÷íè ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíèìàòðèöè ìåòîäúò íà �àóñ ñå ìîäè�èöèðà êàòî ñå ïîëó÷àâà ìåòîäà íà Õîëåöêè. Ñúîò-âåòíàòà íåïúëíà �àêòîðèçàöèÿ îò íóëåâ ðåä ñå îçíà÷àâà ñ MIC(0). Êëàñè÷åñêèòå ILUïðåîáóñëîâèòåëè ñà åäíè îò íàé-÷åñòî ïðèëàãàíèòå, áëàãîäàðåíèå íà òÿõíàòà àëãî-ðèòìè÷íà ïðîñòîòà è äîáðà ñõîäèìîñò çà çàäà÷è ñ ëîêàëíè îñîáåíîñòè. Ïðîáëåì ïðèILU ïðåîáóñëîâèòåëèòå å, ÷å êàêòî �àêòîðèçàöèÿòà, òàêà è ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè ñ�àêòîðèçèðàíàòà ìàòðèöà ñå ðàçïàðàëåëâàò òðóäíî ïîðàäè ðåêóðñèâíèÿ èì õàðàê-òåð. Ñ ïîìîùòà íà ñïåöèàëíà êîíñòðóêöèÿ, ïðåäëîæåíà â �ëàâà 4, òîçè ïðîáëåì åïðåîäîëÿí çà ñúîòâåòíèÿ MIC(0) ïðåîáóñëîâèòåë.1.3 Ïàðàëåëíè àëãîðèòìèÂúçíèêâàíåòî íà ïàðàëåëíèòå àðõèòåêòóðè è ïðîãðåñúò â êîìïþòúðíèòå òåõíîëîãèèñà ïðè÷èíà çà íàðàñíàëèÿ èíòåðåñ â îáëàñòòà íà ïàðàëåëíèòå àëãîðèòìè. Ïðåç ïîñ-ëåäíèòå äåñåòèëåòèÿ ñå ïîÿâèõà ìíîãî ïóáëèêàöèè, êàñàåùè êîíñòðóèðàíåòî íà ïàðà-ëåëíè âåðñèè íà ñúùåñòâóâàùè ïðåêè è èòåðàöèîííè ìåòîäè çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà×ÄÓ. Îñíîâíàòà çàäà÷à íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñúùî å â òàçè îáëàñò. �ëàâè 3 è 4ñà ïîñâåòåíè íà êîíñòðóèðàíå è èçñëåäâàíå ñúîòâåòíî íà ïðåêè è èòåðàöèîííè ïàðà-ëåëíè àëãîðèòìè. Â òàçè ñåêöèÿ ñå ðàçãëåæäàò íÿêîè ïðèíöèïíè âúïðîñè ñâúðçàíè ñðàçðàáîòâàíåòî, ðåàëèçàöèÿòà è îöåíêàòà íà å�åêòèâíîñòòà íà ïàðàëåëíè àëãîðèòìè.1.3.1 Îáù ïîäõîä çà êîíñòðóèðàíå íà ïàðàëåëíè àëãîðèòìèÏðîåêòèðàíåòî íà å�åêòèâíè ïàðàëåëíè àëãîðèòìè èçèñêâà êîìïëåêñåí àíàëèç íàêîíêðåòíàòà çàäà÷à è å òðóäíî äà ñå ñâåäå äî ïðîñòè è óíèâåðñàëíè ðåöåïòè. Ïîâå÷åòîçàäà÷è çà ïðîãðàìèðàíå èìàò íÿêîëêî ïàðàëåëíè ðåøåíèÿ, êàòî íàé-äîáðîòî ìîæåäà ñå ðàçëè÷àâà îò òîâà, ïðåäëîæåíî íà áàçàòà íà ñúùåñòâóâàùè ïîñëåäîâàòåëíèàëãîðèòìè.Â êíèãàòà íà I. Foster [48℄ å îïèñàí ïîëåçåí ñèñòåìåí ïîäõîä, êîéòî ðàçãëåæäàìàêñèìàëåí îáõâàò îò âúçìîæíîñòè çà èçáîð, îñèãóðÿâà ìåõàíèçìè çà îöåíÿâàíå íààëòåðíàòèâè è ðåäóöèðà áðîÿ íà âðúùàíèÿòà íà ïðåäèøíè åòàïè, ïðè÷èíåíè îò íå-ïîäõîäÿù èçáîð. Ïðè òàçè ìåòîäîëîãèÿ îçíà÷åíà íàêðàòêî ñ PCAM, ïðîöåñúò íàêîíñòðóèðàíå íà ïàðàëåëåí àëãîðèòúì ñå ñúñòîè îò ÷åòèðè îòäåëíè ñòúïêè: ðàç-äåëÿíå (partitioning), êîìóíèêàöèÿ (ommuniation), àãëîìåðàöèÿ (agglomeration) è



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 39
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Ôèã. 1.4: PCAM-ñõåìà çà êîíñòðóèðàíå íà ïàðàëåëíè àëãîðèòìè.èçîáðàçÿâàíå (mapping). Â ïúðâèòå äâà åòàïà ñå íàáëÿãà íà âúïðîñè íåçàâèñåùè îòìàøèíàòà, êàòî ïàðàëåëèçúì è îïòèìàëíà å�åêòèâíîñò è ñå òúðñÿò àëãîðèòìè ñ òåçèõàðàêòåðèñòèêè. Â òðåòèÿ è ÷åòâúðòèÿ åòàï âíèìàíèåòî ñå íàñî÷âà êúì êîíêðåòíàòàïàðàëåëíà àðõèòåêòóðà è ïðîèçâîäèòåëíîñòòà. Òåçè ÷åòèðè åòàïà ñà èëþñòðèðàíè íàÔèãóðà 1.4 è ìîãàò äà ñå îáîáùÿò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:1. �àçäåëÿíå. Èç÷èñëåíèÿòà, êîèòî òðÿáâà äà ñå èçâúðøàò è äàííèòå, ñ êîèòîñå îïåðèðà ñå ðàçäåëÿò íà ìàëêè çàäàíèÿ (ïî âúçìîæíîñò � íåïðåñè÷àùè ñå).Ïðàêòè÷åñêè âúïðîñè, êàòî áðîé ïðîöåñîðè â äîñòúïíèÿ êîìïþòúð ñå èãíîðè-ðàò è âíèìàíèåòî ñå íàñî÷âà âúðõó îòêðèâàíå íà âúçìîæíîñòè çà ïàðàëåëíîèçïúëíåíèå. Èìà äâà äîïúëâàùè ñå ïîäõîäà çà ãåíåðèðàíå íà ðàçäåëÿíå, êîèòîìîãàò åäíîâðåìåííî äà ñå ïðèëàãàò êúì äàäåíà çàäà÷à è/èëè êúì ðàçëè÷íèíåéíè êîìïîíåíòè, çà äà ñå ïîëó÷àò àëòåðíàòèâíè ïàðàëåëíè àëãîðèòìè. Ïðèåäèíèÿ ïúðâî ñå îïðåäåëÿ ïîäõîäÿùî ðàçäåëÿíå íà äàííèòå íà çàäà÷àòà è ñëåäòîâà ñå ñâúðçâàò èç÷èñëåíèÿòà ñ äàííèòå. Òàçè òåõíèêà ñå íàðè÷à ðàçäåëÿíå íàîáëàñòòà (domain deomposition). Ïðè àëòåðíàòèâíèÿ ïîäõîä, èçâåñòåí êàòî�óíêöèîíàëíî ðàçäåëÿíå (funtional deomposition), ïúðâî ñå ðàçäåëÿò èç÷èñëå-íèÿòà è ñëåä òîâà ñå ðàçãëåæäàò äàííèòå.2. Êîìóíèêàöèè. Îïðåäåëÿò ñå íåîáõîäèìèòå êîìóíèêàöèè çà ñúãëàñóâàíå íà èç-ïúëíåíèåòî íà çàäàíèÿòà è ñå äå�èíèðàò ïîäõîäÿùè êîìóíèêàöèîííè ñòðóê-



40 Ïðåäâàðèòåëíà èí�îðìàöèÿòóðè. Öåëòà å äà ñå ðàçïðåäåëÿò îïåðàöèèòå çà êîìóíèêàöèÿ (áåç äà ñå âú-âåæäàò íåíóæíè òàêèâà) âúðõó ìíîãî çàäàíèÿ è äà ñå îðãàíèçèðàò ïî íà÷èí,êîéòî ïîçâîëÿâà åäíîâðåìåííî èçïúëíåíèå. Êîìóíèêàöèîííèòå ñòðóêòóðè ñåêàòåãîðèçèðàò â ÷åòèðè äâîéêè âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíè íàïðàâëåíèÿ: à) ëî-êàëíè/ãëîáàëíè � âñÿêî çàäàíèå êîìóíèêèðà ñ ìàëêî/ãîëÿìî ìíîæåñòâî äðó-ãè çàäàíèÿ; á) ñòðóêòóðèðàíè/íåñòðóêòóðèðàíè � çàäàíèå è íåãîâèòå ñúñå-äè îáðàçóâàò ðåãóëÿðíà ñòðóêòóðà (íàïð. äúðâî èëè ìðåæà)/ïðîèçâîëåí ãðà�;â) ñòàòè÷íè/äèíàìè÷íè � âèäà íà êîìóíèêàöèîííèòå ñòðóêòóðè íå ñå ïðî-ìåíÿ ñ âðåìåòî èëè ñå îïðåäåëÿ ñïîðåä èç÷èñëåíèòå äàííè íà îòäåëíè åòàïèîò èçïúëíåíèåòî íà àëãîðèòúìà; ã) ñèíõðîííè/àñèíõðîííè � ïðîèçâîäèòåëÿòè ïîòðåáèòåëÿò íà äàííèòå ñè ñúäåéñòâàò/íå ñè ñúäåéñòâàò â îïåðàöèèòå çàîáìåí.3. Àãëîìåðàöèÿ. Çàäàíèÿòà è êîìóíèêàöèîííèòå ñòðóêòóðè îò ïúðâèòå äâà åòàïàñå îöåíÿâàò ïî îòíîøåíèå íà êîíêðåòíàòà ïðîèçâîäèòåëíîñò è ðåàëèçàöèÿòà.Öåëòà å äà ñå ïîëó÷è å�åêòèâåí àëãîðèòúì çà îïðåäåëåí êëàñ ïàðàëåëíè êîì-ïþòðè. Àêî å íåîáõîäèìî, çàäàíèÿòà ñå ãðóïèðàò â ïî-ãîëåìè è ñå äóáëèðàòäàííè è/èëè èç÷èñëåíèÿ, çà äà ñå ïîäîáðè ïðîèçâîäèòåëíîñòòà èëè çà äà ñåíàìàëè öåíàòà çà ðàçðàáîòâàíå.4. Èçîáðàçÿâàíå. Âñÿêî çàäàíèå ñå ñâúðçâà ñ ïðîöåñîð ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å äà ñåóäîâëåòâîðÿò êîíêóðèðàùèòå ñå óñëîâèÿ çà ìàêñèìàëíî èçïîëçâàíå íà ïðîöå-ñîðèòå è ìèíèìèçèðàíå íà êîìóíèêàöèèòå. Èçîáðàçÿâàíåòî ìîæå äà áúäå çà-äàäåíî ñòàòè÷íî èëè äà ñå îïðåäåëÿ ïî âðåìå íà èçïúëíåíèåòî ÷ðåç àëãîðèòìèçà áàëàíñèðàíå íà íàòîâàðâàíåòî. (Âúðõó ñèñòåìè ñ îáùà ïàìåò òîâà ñå ïðàâèàâòîìàòè÷íî.)Òîçè ïîäõîä ìîæå äà ñå èçïîëçâà, íåçàâèñèìî äàëè öåëòà å äà ñå ñúçäàäå ïðîãðàìà,êîÿòî äèíàìè÷íî ãåíåðèðà çàäàíèÿ èëè òðÿáâà äà èìà òî÷íî ïî åäíî çàäàíèå çàâñåêè ïðîöåñîð. Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé (òî÷íî òàêèâà ñà è ïðåäëîæåíèòå â äèñåðòàöèÿòàïàðàëåëíè àëãîðèòìè) âúïðîñèòå ñâúðçàíè ñ èçîáðàçÿâàíåòî ñà âêëþ÷åíè â åòàïà íààãëîìåðàöèÿ.1.3.2 Îöåíêà. Ìîäåë çà âðåìåíàòà çà èç÷èñëåíèå è êîìóíèêà-öèè.Îñíîâíà ìÿðêà çà å�åêòèâíîñòòà íà äàäåí ïîñëåäîâàòåëåí ïðÿê àëãîðèòúì å íåãîâàòàèç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò. Ïðè èòåðàöèîííèòå ìåòîäè òîâà å ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 41çàåäíî ñ èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò çà åäíà èòåðàöèÿ. Óñêîðåíèåòî SP è å�åêòèâ-íîñòòà EP èãðàÿò êëþ÷îâà ðîëÿ â àíàëèçà íà ïàðàëåëíèòå (ïðåêè è èòåðàöèîííè)àëãîðèòìè. Òå ñå äå�èíèðàò ÷ðåç(1.3.17) SP = T1TP ; EP = SPP = T1P:TP ;êúäåòî T1 è TP ñà âðåìåíàòà çà èçïúëíåíèå íà àëãîðèòúìà ñúîòâåòíî âúðõó 1 èP ïðîöåñîðà. Èçðàçèòå (1.3.17) ñå íàðè÷àò îòíîñèòåëíè óñêîðåíèå è å�åêòèâíîñò,çàùîòî ñà äå�èíèðàíè ïî îòíîøåíèå íà âðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà ïàðàëåëíèÿ àë-ãîðèòúì âúðõó åäèí ïðîöåñîð. Òåîðåòè÷íèòå èì ãîðíè ãðàíèöè ñà SP � P ;EP � 1.Ïðè ñðàâíÿâàíå íà äâà àëãîðèòúìà ïîíÿêîãà ñå èçïîëçâàò è ò. íàð. àáñîëþòíè óñ-êîðåíèå è å�åêòèâíîñò, êîèòî ñå îñíîâàâàò íà âðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà íàé-äîáðèÿïîñëåäîâàòåëåí àëãîðèòúì çà ðåøàâàíå íà ïîñòàâåíàòà çàäà÷à âúðõó åäèí ïðîöåñîð.Êàê ìîæå äà ñå îöåíè âðåìåòî TP ? �àçáèðà ñå, òî çàâèñè îñâåí îò êîëè÷åñòâîòîè ñòðóêòóðàòà íà èç÷èñëåíèÿ è êîìóíèêàöèè, ñúùî è îò õàðàêòåðèñòèêèòå íà êîí-êðåòíàòà ìàøèíà è êîìïèëàòîðà. �àçëè÷íè ìîäåëè çà îöåíêà íà TP ñà ïðåäñòàâåíèâ [48, 64, 82℄. Àíàëèçúò íà ïàðàëåëíàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò íà àëãîðèòìèòå â�ëàâè 3 è 4 å íàïðàâåí ïðè �îðìóëèðàíèòå ïî-äîëó ïðåäïîëîæåíèÿ. �àçãëåæäà ñåïàðàëåëíà ñèñòåìà ñ ðàçïðåäåëåíà ïàìåò îò òèï MIMD (Multiple Instrution MultipleData) è P ïðîöåñîðà. Èçïîëçâà ñå îïèñàíèå íà àðõèòåêòóðàòà â òåðìèíèòå íà ãðà� ñâúðõîâå, ñúîòâåòñòâàùè íà ïðîöåñîðèòå è ðåáðà, ñúîòâåòñòâàùè íà âðúçêèòå ìåæäóòÿõ. Ïîä ðàçñòîÿíèå ìåæäó äâà ïðîöåñîðà ñå ðàçáèðà ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó âúçëè-òå â òîçè ãðà�. Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å èç÷èñëåíèÿòà è êîìóíèêàöèèòå íå ñå èçâúðøâàòåäíîâðåìåííî è ñëåäîâàòåëíî âðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà äàäåí àëãîðèòúì å ñóìà îòäâåòå âðåìåíà TP = Ta+Tom. Ïðèåìà ñå ñúùî, ÷å íÿìà âåêòîðèçàöèÿ è ñëåäîâàòåëíîâðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà M àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè (àð. îï.) âúðõó åäèí ïðîöåñîðñå ïîëó÷àâà ïî �îðìóëàòà Ta =M � ta, êúäåòî ta å óñðåäíåíîòî âðåìå çà èçâúðøâàíåíà åäíà àð. îï. îò åäèí ïðîöåñîð. Çà îöåíêà íà âðåìåòî çà ïðåäàâàíå íà M ÷èñëàìåæäó äâà ïðîöåñîðà (one_to_one) íà ðàçñòîÿíèå l åäèí îò äðóã, ñå èçïîëçâà �îð-ìóëàòà oo(P; M) = ts+ l M � tw, êúäåòî ts å âðåìåòî çà ñòàðòèðàíå íà êîìóíèêàöèÿòà,à tw å âðåìåòî, íåîáõîäèìî çà èçïðàùàíå íà åäíî ÷èñëî äî ñúñåäåí ïðîöåñîð. Êîãàòîïðîöåñîðèòå ñà ñúñåäíè, ò.å. l = 1, ñå ãîâîðè çà ëîêàëíà êîìóíèêàöèÿ è âðåìåòî åTlo = ts +M � tw. Â ïðåäëîæåíèòå ïàðàëåëíè àëãîðèòìè ñå èçïîëçâàò è ñëåäíèòåãëîáàëíè êîìóíèêàöèè (âæ. Ôèãóðà 1.5):� Ïðåäàâàíå íà M ÷èñëà îò åäèí ïðîöåñîð äî âñè÷êè îñòàíàëè çà âðåìå b(P; M)(one_to_all broadast);
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Ôèã. 1.5: �ëîáàëíè êîìóíèêàöèè.� Åäèí îò ïðîöåñîðèòå èçïðàùà äî âñåêè îò îñòàíàëèòå ïî åäèí ïàêåò ñ äàííè,ñúäúðæàù M ÷èñëà, çà âðåìå s(P; M) (one_to_all satter). Â îáùèÿ ñëó÷àéäàííèòå â ïàêåòèòå çà îòäåëíèòå ïðîöåñîðè ñà ðàçëè÷íè. Äóàëíàòà îïåðàöèÿ(all_to_one gather) � ñúáèðàíå íà P òàêèâà ïàêåòà îò âñè÷êè îñòàíàëè â åäèíïðîöåñîð èçèñêâà ñúùîòî âðåìå s(P; M);� Âñåêè ïðîöåñîð èìà ïàêåò îò M ÷èñëà (â îáùèÿ ñëó÷àé ðàçëè÷åí îò ïàêåòèòåíà îñòàíàëèòå ïðîöåñîðè). Ñëåä ïðèêëþ÷âàíå íà îïåðàöèÿòà (çà âðåìå r(P; M))åäèí îò ïðîöåñîðèòå ïðèòåæàâà ïàêåò, êîéòî å ñóìà, ðàçëèêà, ìàêñèìóì èëèäðóãà îïåðàöèÿ ïðèëîæåíà ïîåëåìåíòíî âúðõó èçõîäíèòå ïàêåòè (all_to_oneredue). Ñõåìàòà çà èçâúðøâàíåòî �è å îáðàòíà íà one_to_all broadast è ñëåäî-âàòåëíî å â ñèëà r(P; M) = b(P; M).�ëîáàëíèòå êîìóíèêàöèè, êàêòî è òåçè ìåæäó äâà íåñúñåäíè ïðîöåñîðà, çàâèñÿò îòïàðàëåëíàòà àðõèòåêòóðà è îò îáùèÿ áðîé ïðîöåñîðè â íåÿ. Â äèñåðòàöèÿòà ñå èç-ïîëçâàò ãîðíèòå ãðàíèöè çà âðåìåíàòà oo(P; M); b(P; M); s(P; M) (âèæ Òàáëèöà 1.1),Òàáëèöà 1.1: Âðåìåíà çà áàçîâèòå êîìóíèêàöèè.ïðúñòåí êâàäðàòíà ìðåæà õèïåðêóáoo(P; M) ts + tw:M:bP=2 ts + 2tw:M:bpP=2 ts + tw:M:logPb(P; M) (ts + tw:M)dP=2e 2(ts + tw:M)dpP=2e (ts + tw:M) logPs(P; M) (ts + tw:M)(P � 1) 2ts(pP � 1)+ ts logP+tw:M:(P � 1) tw:M:(P � 1)ïîëó÷åíè âúâ V. Kumar et al. [64℄ çà òðè îò íàé-÷åñòî èçñëåäâàíèòå àðõèòåêòóðè �ïðúñòåí, êâàäðàòíà ìðåæà è õèïåðêóá.



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 43Âðåìåíàòà çà èç÷èñëåíèå è êîìóíèêàöèè çà äàäåí àëãîðèòúì ñå ïðåäñòàâÿò íàé-îáùî ñ Ta = N � ta è Tom = 1 � ts + 2 � tw. Òóê N å áðîÿò íà îïåðàöèèòå, 1õàðàêòåðèçèðà áðîÿ íà åòàïèòå, íà êîèòî ñà íåîáõîäèìè êîìóíèêàöèè, à 2 å êîëè-÷åñòâîòî ïðåõâúðëåíè ÷èñëà. Êîå�èöèåíòèòå 1 è 2 ìîãàò äà áúäàò êîíñòàíòè èëè�óíêöèè íà áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå è/èëè ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà. Ïàðàìåòðèòå ta,ts è tw çàâèñÿò îò ïàðàëåëíèÿ êîìïþòúð. Íàé-ãîëÿì èçìåæäó òÿõ å ts è òîé ìîæåäà å ñòîòèöè èëè äîðè õèëÿäè ïúòè ïî-ãîëÿì îò tw. Ïî òàçè ïðè÷èíà, åäèí è ñúùïàðàëåëåí àëãîðèòúì ìîæå äà èìà ðàçëè÷íî óñêîðåíèå âúðõó ìàøèíè ñ ðàçëè÷íèõàðàêòåðèñòèêè. Òàáëèöè ñúñ ñðàâíåíèÿ íà ts è tw çà íÿêîëêî ðàçëè÷íè ïàðàëåëíèñèñòåìè ñà äàäåíè íàïð. â [42, 48℄.1.3.3 �åàëèçàöèÿ � èçïîëçâàí ñî�òóåð è õàðäóåðÑúùåñòâóâàò ðàçíîîáðàçíè ïðîãðàìíè ñðåäñòâà (ïàðàëåëíè áèáëèîòåêè, ðàçøèðåíèÿíà îïåðàöèîííè ñèñòåìè è íà åçèöè çà ïðîãðàìèðàíå îò âèñîêî íèâî), êîèòî ïîääúð-æàò ðàçëè÷íè íèâà íà ïàðàëåëèçúì (âèæ íàïð. [41, 42, 48℄). Çà ðàçðàáîòâàíåòî íàïðîãðàìè ïðåäíàçíà÷åíè çà MIMD êîìïþòðè, íàé-ïîïóëÿðíà å áèáëèîòåêàòà çà ïà-ðàëåëíî ïðîãðàìèðàíå MPI (Message Passing Interfae) [85℄.MPI å ïðåíîñèì ñòàíäàðò çà ïðåäàâàíå íà ñúîáùåíèÿ, âêëþ÷âàù ðåàëèçàöèè íàFortran77 è C/C++. Òîé å äîñòúïåí âúðõó ðàçëè÷íè ñî�òóåðíè ïëàò�îðìè (âêë.UNIX, LINUX, è íÿêîè âåðñèè íà Windows). Ïðè ñúçäàâàíå íà MPI å íàïðàâåí îïèòçà âêëþ÷âàíå íà âñè÷êî íàé-äîáðî îò ïî-ðàííè ñðåäè êàòî PVM, Express, P4 è äð.MPI îñèãóðÿâà ìîäåë, êîéòî ñêðèâà ðàçëèêèòå â êîìïþòúðíèòå àðõèòåêòóðè. Òîâàïîçâîëÿâà ïðîãðàìèòå, íàïèñàíè çà êîìïþòúð ñ ðàçïðåäåëåíà ïàìåò äà áúäàò èç-ïúëíåíè óñïåøíî è âúðõó ñèñòåìà ñ îáùà ïàìåò, ìðåæà îò ðàáîòíè ñòàíöèè, äîðè èâúðõó õåòåðîãåííè ñèñòåìè, ò. å. ãðóïè îò ïðîöåñîðè ñ ðàçëè÷íè àðõèòåêòóðè.Ñòàíäàðòúò äå�èíèðà ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà íà ÿäðîòî íà 129 áèáëèîòå÷íè �óíê-öèè, ãîëÿìà ÷àñò îò êîèòî èìàò ìíîãîáðîéíè ïàðàìåòðè èëè âàðèàíòè. Ñ òÿõíà ïî-ìîù ñå ïîääúðæàò: êîìóíèêàöèè ìåæäó äâà ïðîöåñîðà; ãðóïîâè îïåðàöèè; ãðóïèîò ïðîöåñè; êîìóíèêàöèîííè îáëàñòè; òîïîëîãèè îò ïðîöåñè. MPI íå äå�èíèðà: ÿâíèîïåðàöèè ñ îáùà ïàìåò; ñðåäñòâà çà êîíñòðóèðàíå íà ïðîãðàìè; ñðåäñòâà çà îòêðèâàíåíà ãðåøêè; âõîäíî/èçõîäíè �óíêöèè. Ïî-çàäúëáî÷åíà ïðåäñòàâà çà âúçìîæíîñòèòåíà MPI è íà÷èíà íà èçïîëçâàíå íà �óíêöèèòå ìó, ìîæå äà ñå ïîëó÷è íàïð. îò [42, 48℄.Àëãîðèòìèòå â òàçè äèñåðòàöèÿ ñà ðåàëèçèðàíè íà C, êàòî çà îñúùåñòâÿâàíå íàïàðàëåëíèòå èç÷èñëåíèÿ è êîìóíèêàöèèòå å èçïîëçâàí MPI. ×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòèñà ïðîâåäåíè íà ïàðàëåëíè àðõèòåêòóðè îò ðàçëè÷åí òèï êàêòî ïî îòíîøåíèå íà áðîÿ



44 Ïðåäâàðèòåëíà èí�îðìàöèÿíà ïðîöåñîðèòå, òàêà è ñïðÿìî äîñòúïà äî ïàìåòòà. Èìåíàòà íà ìàøèíèòå (êàêòî ùåñå öèòèðàò â èçëîæåíèåòî), òåõíèòå õàðàêòåðèñòèêè è ìåñòîïîëîæåíèå ñà:Parma � êëúñòåð îò 4 äâóïðîöåñîðíè Power Maintosh êîìïþòðè, ñâúðçàíè ÷ðåçBay Stak 350 ñóè÷. Âñåêè âúçåë èìà 512 MB RAM è äâà ïðîöåñîðà Power PCG4/450MHz (ÈÏÎÈ � ÁÀÍ, Ñî�èÿ).Thea � êëúñòåð îò 8 êîìïþòúðà, âñåêè ñúñ 768 MB RAM è åäèí ïðîöåñîð AMDAthlon ñ ÷åñòîòà 1.4GHz (IG AS CR, Ostrava, Czeh Republi).Beowulf � êëúñòåð îò 16 ðàáîòíè ñòàíöèè Digital (Compaq) Personal Workstations500au ñâúðçàíè ñúñ 100Mbps swithed Ethernet. Âñåêè âúçåë å ñ åäèí ïðîöåñîðEV56 íà 500MHz è 128 MB RAM (TAMU, College Station, Texas, USA).Grendel � Silion Graphis Origin 2000 ñ 8 ïðîöåñîðà R10000 íà 250 MHz, 4 MB L2êåø è 4GB RAM (TAMU, College Station, Texas, USA).Blue � IBM SP (ASCI Blue) 5 ñ 336 âúçåëà è îáùà ïàìåò 512GB SDRAM. Âñåêèâúçåë èìà 1536MB SDRAM è ïî 4 Power PC 604e ïðîöåñîðà íà 332MHz (LLNL,California, USA).Grendel å ñ îáùà ïàìåò, Beowulf è Thea ñà ñ ðàçïðåäåëåíà. Ïðè Parma è Blue çàêîìóíèêàöèè ìåæäó ïðîöåñîðèòå â åäèí âúçåë ñå èçïîëçâà îáùà ïàìåò, à êîãàòî ñàâ ðàçëè÷íè � ðàçïðåäåëåíà. Ïðè Parma (âèæ E. I. Atanassov [10℄) ñà âúçìîæíè äâàíà÷èíà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ïðîöåñèòå âúðõó âúçëèòå ïðè èçïúëíåíèå íà MPI ïðîã-ðàìà. Òå ñå îñèãóðÿâàò îò îïöèÿòà N íà ½mpirun�. Ïðè ïúðâèÿ íà÷èí ñå íàòîâàðâàòìàêñèìàëíî ðàáîòåùèòå âúçëè. Âñåêè íîâ ïðîöåñ ïðè âòîðèÿ íà÷èí ñå ñòàðòèðà âúð-õó íåðàáîòåù âúçåë äîêàòî èìà òàêèâà, à ñëåä òîâà ñå íàòîâàðâàò ïîñëåäîâàòåëíî ïîñúùèÿ íà÷èí. Ïîðàäè ãîëåìèÿ îáù áðîé ïðîöåñîðè, âòîðàòà âúçìîæíîñò å çàáðàíåíàïðè Blue. Íàïðèìåð, àêî ñå èçïîëçâà ½mpirun N -np 4 exe.out�, ïðîãðàìàòà exe.outùå ñå èçïúëíè íà 4 ïðîöåñîðà íàìèðàùè ñå âúðõó 4 ðàçëè÷íè âúçåëà � ïî 1 ïðîöå-ñîð íà âúçåë. Â èçëîæåíèåòî òîçè ñëó÷àé ñå îçíà÷àâà ñ Parma(N). Àêî ñå èçïîëçâà½mpirun -np 4 exe.out�, ò.å. ½mpirun� áåç îïöèÿòà N (öèòèðàíî êàòî Parma), âñè÷êèðàáîòåùè ïðîöåñîðè ùå ñà âúðõó äâà îò âúçëèòå.



�ëàâà 2Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÅäíà îò çàäà÷èòå íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å äà ñå ðåàëèçèðàò ïàðàëåëíî ò. íàð. áúðçàëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è îáîáùåí ìàðø àëãîðèòúì. Â òàçè ãëàâàñà ðàçãëåäàíè ïîäðîáíî èçõîäíèòå ïîñëåäîâàòåëíè âåðñèè. Ïî-òî÷íî, â ïúðâàòà ÷àñòñà îïèñàíè ñòàíäàðòåí è áúðç àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è å ñðàâíåíàòåîðåòè÷íî òÿõíàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò. Âòîðàòà ÷àñò å ïîñâåòåíà íà ñòàíäàðòåíè îáîáùåí ìàðø àëãîðèòúì, êàòî îòíîâî å èçñëåäâàía òåîðåòè÷íî èç÷èñëèòåëíàòàèì ñëîæíîñò. Âúâåäåíà å è ìîäè�èêàöèÿ íà óñòîé÷èâàòà âåðñèÿ, êîÿòî èìà èçâåñòíèïðåäèìñòâà ïî îòíîøåíèå íà ïàðàëåëíèòå ñâîéñòâà. Â òðåòàòà ÷àñò ñà èçñëåäâàíèåêñïåðèìåíòàëíî óñòîé÷èâîñòòà è èç÷èñëèòåëíàòà å�åêòèâíîñò íà àëãîðèòìèòå îòïúðâèòå äâà ðàçäåëà. Â ïîñëåäíàòà ÷àñò å ïðåäñòàâåíî åäíî ïðèëîæåíèå íà ïðåêèòåìåòîäè çà êîíñòðóèðàíå íà ïðåîáóñëîâèòåëè. Ïðåäëîæåí å èòåðàöèîíåí ìåòîä îò òèïñïðåãíàò ãðàäèåíò çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ëèíåéíè àëãåáðè÷íè óðàâíåíèÿ ïîëó÷å-íà ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ íà åëèïòè÷íè ×ÄÓ ÷ðåç íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè êðàéíèåëåìåíòè âúðõó çàâúðòÿíà ìðåæà. Ïðåîáóñëàâÿùàòà ìàòðèöà å ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðî-ìåíëèâè. Êîíñòðóèðàíà å âúðõó ñòàíäàðòíà ìðåæà è ñèñòåìàòà ñ íåÿ å ðåøåíà ÷ðåçáúðçèÿ àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå.�åçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â òàçè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â [17, 18, 23℄.2.1 Àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòåÂ òàçè ñåêöèÿ ñà îïèñàíè äâà ìåòîäà çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà äâóìåðíè åëèïòè÷-íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè âúðõó ðàâíîìåðíè n �m ìðåæè è å îöåíåíà45



46 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèòåîðåòè÷íî òÿõíàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò. Ïî-òî÷íî òîâà ñà ñòàíäàðòåí äèñêðå-òåí àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå (SV) è áúðç àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíåíà ïðîìåíëèâèòå (FASV), ïðåäëîæåí îò P.S. Vassilevski [93℄ è èçñëåäâàí ïî-êúñíî îòT. Rossi [79℄. Ïîäîáðåíàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò íà FASV ñå äúëæè íà èçïîëçâàíè-òå áëî÷íà ÷åòíî-íå÷åòíà åëèìèíàöèÿ è òåõíèêà çà íåïúëíî ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñ ðàç-ðåäåíè äåñíè ÷àñòè (SRHS). Ïîñëåäíàòà å ïðåäëîæåíà íåçàâèñèìî îò A. Banegas [13℄,W. Proskurowski [76℄ è Y. Kuznetsov, A.M. Matsokin [67℄, êàòî ïî-ïîäðîáíè òåîðåòè÷íèèçñëåäâàíèÿ íà òàêèâà çàäà÷è ñà íàïðàâåíè îò Y. Kuznetsov [66℄. SRHS å â îñíîâà-òà íå ñàìî íà FASV, íî è íà ìàðø àëãîðèòìèòå îïèñàíè â ñëåäâàùèÿ ïàðàãðà�.Èçëîæåíèåòî â ñåêöèÿòà ñëåäâà ñúîòâåòíàòà ÷àñò îò S. Petrova [75℄.2.1.1 Äèñêðåòåí ìåòîä çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòåÇà ðåøàâàíåòî íà äè�åðåí÷íàòà çàäà÷à (1.1.5) ÷ðåç ñòàíäàðòíèÿ äèñêðåòåí àëãîðè-òúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå (SV) ñå èçïîëçâà ïðåäñòàâÿíåòî �è (1.1.7).Íåêà fqk; �kgmk=1 ñà îðòîíîðìèðàíèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè íà ìàòðèöàòà B è ñú-îòâåòíèòå èì ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè, ò.å. B qk = �k qk; k = 1; : : : ; m. Òúé êàòî B åñèìåòðè÷íà è ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà, òî �k > 0 è qTk qr = Æk;r; k; r = 1; : : : ; m;êúäåòî Æk;r å ñèìâîëà íà Êðîíåêåð (Kroneker).Âåêòîðèòå x0i è f 0i , âæ. (1.1.7), (i = 1; : : : ; n) ñå ðàçëàãàò ïî áàçèñà íà îðòîíîðìàë-íàòà ñèñòåìà fqkgmk=1(2.1.1) x0i = mXk=1 �i;k qk ; f 0i = mXk=1 �i;k qk ; i = 1; : : : ; n ;êàòî êîå�èöèåíòèòå íà Ôóðèå (Fourier) �i;k çà f 0i ñå îïðåäåëÿò ÷ðåç(2.1.2) �i;k = f 0Ti qk; i = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ; m:�åøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà (1.1.7) ñå ñâåæäà äî íàìèðàíå íà êîå�èöèåíòèòå íàÔóðèå �i;k çà íåèçâåñòíèòå âåêòîðè x0i.�àâåíñòâàòà (2.1.1) ñå çàìåñòâàò â (1.1.7) è ñëåä îïðîñòÿâàíå ñå ïîëó÷àâà:
(2.1.3)

��������������������
mXk=1 ((�k + t1;1) �1;k + t1;2 �2;k) qk = mXk=1 �1;k qk: : :mXk=1 (ti;i�1 �i�1;k + (�k + ti;i) �i;k + ti;i+1 �i+1;k) qk = mXk=1 �i;k qk: : :mXk=1 (tn;n�1 �n�1;k + (�k + tn;n) �n;k) qk = mXk=1 �n;k qk

:



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 47Òúé êàòî ñèñòåìàòà fqkgmk=1 å ëèíåéíî íåçàâèñèìà è îáðàçóâà áàçèñ, òî êîå�è-öèåíòèòå ïðåä ñúîòâåòíèòå âåêòîðè îò äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèÿòà â (2.1.3) òðÿáâàäà ñà ðàâíè. Êàòî ñå èçïîëçâàò (çà k = 1; : : : ; m) âåêòîð-ñòúëáîâåòå�k = (�1;k ; �2;k ; : : : ; �n;k)T è �k = (�1;k ; �2;k ; : : : ; �n;k)T , ñå ïîëó÷àâà ñèñòåìà îòíåçàâèñèìè åäíî îò äðóãî áëî÷íè óðàâíåíèÿ ñ òðèäèàãîíàëíè ìàòðèöè:(�k In + T ) �k = �k; k = 1; : : : ; m :Âñÿêî îò òÿõ ìîæå äà ñå ðåøè ïî îòíîøåíèå íà �k ÷ðåç LD�1U �àêòîðèçàöèÿ, êîÿòîâ ñëó÷àÿ íà òðèäèàãîíàëíà ìàòðèöà å äîáðå èçâåñòíèÿò ìåòîä íà ïðîãîíêàòà (âæ.íàïð. [4, 11℄).Ñòúïêèòå íà äèñêðåòíèÿ àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå, çàåäíî ñ íå-îáõîäèìèòå àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè (àð. îï.) çà èçïúëíåíèåòî èì ñà:Àëãîðèòúì SVÑòúïêà 0: Íàìèðàíå íà äâîéêèòå fqk; �kgmk=1 çà òðèäèàãîíàëíàòà ìàòðèöà B(èçèñêâà O (m3) àð. îï. � âæ. Á. Í. Ïàðëåò [2℄);Ñòúïêà 1: Ïðåñìÿòàíå íà êîå�èöèåíòèòå íà Ôóðèå �i;k çà âåêòîðèòå f 0i , èç-ïîëçâàéêè (2.1.2) (èçèñêâà 2m2n àð. îï.);Ñòúïêà 2: �åøàâàíå íà m íåçàâèñèìè ñèñòåìè ñ òðèäèàãîíàëíè ìàòðèöè îòðåä n îò âèäà (�k In + T ) �k = �k; k = 1; : : : ; m ; ñ öåë äà ñå ïîëó÷àò êîå�è-öèåíòèòå íà Ôóðèå �i;k (èçèñêâà m(5n�4) àð. îï. çà ðåøàâàíå íà m òðèäè-àãîíàëíè ñèñòåìè, êàòî çà òî÷íà LD�1U �àêòîðèçàöèÿ íà ìàòðèöèòå�k In + T , k = 1; : : : ; m ñà íåîáõîäèìè äîïúëíèòåëíî m(4n� 3) àð. îï.);Ñòúïêà 3: Âúçñòàíîâÿâàíå íà ðåøåíèåòî íà çàäà÷à (1.1.7) (èëè (1.1.6)) âúçîñíîâà íà êîå�èöèåíòèòå íà Ôóðèå f�i;kgn mi=1k=1 íà âåêòîðèòå x0i. Âúçìîæ-íî å âåðòèêàëíî èëè õîðèçîíòàëíî âúçñòàíîâÿâàíå ñúîòâåòíî ÷ðåç x0i =mXk=1 �i;k qk; i = 1; : : : ; n èëè xj = mXk=1 qj;k�k; j = 1; : : : ; m (èçèñêâà 2m2n àð. îï.)Êðàé {SV}.Îáùèÿò áðîé îïåðàöèè, íåîáõîäèìè çà èçïúëíåíèåòî íà Àëãîðèòúì SV ñå äàâàâ ñëåäíàòà èçâåñòíà òåîðåìà.Òåîðåìà 2.1.1 Àëãîðèòúìúò çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå çà ðåøàâàíå íà áëî÷-íîòðèäèàãîíàëíà ñèñòåìà ñ ðàçìåðíîñò mn�mn èçèñêâà NSV � 4m2n+m(5n� 4)àð. îï. â ÷àñòòà çà ðåøàâàíå, m(4n� 3) àð. îï. çà �àêòîðèçàöèÿ íà òðèäèàãîíàë-íè ìàòðèöè è O (m3) àð. îï. çà íàìèðàíå íà íåîáõîäèìèòå ñîáñòâåíè âåêòîðè èñîáñòâåíè ñòîéíîñòè.



48 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÂ ñëó÷àÿ m = O (n), êîéòî ñå ñðåùà ÷åñòî íà ïðàêòèêà, çà èçïúëíåíèå íà àëãîðè-òúìà ñà íåîáõîäèìè O (n3) àð. îï., ò.å. O �N3=2�, êúäåòî N = mn.2.1.2 Íåïúëíî ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñ ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñòÏðåäïîëàãà ñå, ÷å äÿñíàòà ÷àñò f íà çàäà÷à (1.1.6) èìà ñàìî d (d � m) íåíóëåâèáëî÷íè êîìïîíåíòè fj è òå ñà çàäàäåíè ñ èíäåêñèòå j1; j2; : : : ; jd, ò.å. fj = 0 çà j 6=j1; j2; : : : ; jd: Òîãàâà âñåêè áëîê f 0i ; i = 1; : : : ; n îò ïðåíàðåäåíèÿ âåêòîð äÿñíà ÷àñò èìàïî d íåíóëåâè ñêàëàðíè êîìïîíåíòè fi;js; s = 1; : : : ; d. Äîïóñêà ñå ñúùî, ÷å ñå òúðñÿòr (r � m) áëî÷íè êîìïîíåíòè xj íà ðåøåíèåòî x è íåêà òå ñà xj01 ;xj02 ; : : : ;xj0r : Ñëå-äîâàòåëíî çà i = 1; : : : ; n òðÿáâà äà ñå ïðåñìåòíàò ñàìî j 01 ; j 02 ; : : : ; j 0r-òèòå êîìïîíåíòèíà âñè÷êè x0i.Çà äà ñå íàìåðÿò íåîáõîäèìèòå êîìïîíåíòè íà ðåøåíèåòî, ñå ïðèëàãà Àëãîðè-òúì SV ñ ëåêè ìîäè�èêàöèè:Àëãîðèòúì SRHSÑòúïêà 0: Íàìèðàíå íà âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè f�kgmk=1 è íà íåîáõîäè-ìèòå ed � d + r êîìïîíåíòè fqk;jg, j 2 fj1; ; : : : ; jdg [ fj 01; : : : ; j 0rg îòâñè÷êè ñîáñòâåíè âåêòîðè fqkgmk=1 íà òðèäèàãîíàëíàòà ìàòðèöà B (èçèñê-âà O �edm2� àð. îï. çà íàìèðàíå íà ed êîìïîíåíòè íà âñè÷êè ñîáñòâåíèâåêòîðè è 9m2 àð. îï. çà íàìèðàíå íà âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè, êàê-òî å ïîêàçàíî îò Á.Í. Ïàðëåò [2℄);Ñòúïêà 1: Èç÷èñëÿâàíå íà êîå�èöèåíòèòå íà Ôóðèå �i;k íà f 0i îò óðàâíåíèÿòà�i;k = qTk f 0i = dXs=1 qjs;kfi;js; i = 1; : : : ; n; k = 1; : : : ; m (èçèñêâà 2dmn àð. îï.,òúé êàòî ñàìî d êîìïîíåíòè íà f 0i ñà íåíóëåâè);Ñòúïêà 2: �åøàâàíå íàm òðèäèàãîíàëíè ñèñòåìè ëèíåéíè óðàâíåíèÿ îò âèäà(�k In + T ) �k = �k; k = 1; : : : ; m (èçèñêâà m(5n � 4) àð. îï. çà ðåøàâàíåíà m òðèäèàãîíàëíè ñèñòåìè è äîïúëíèòåëíî m(4n�3) àð. îï. çà òî÷íàLD�1U �àêòîðèçàöèÿ íà ìàòðèöèòå �k In + T; k = 1; : : : ; m);Ñòúïêà 3: Âúçñòàíîâÿâàíå íà r êîìïîíåíòè íà ðåøåíèåòî ïî ðåäîâå ÷ðåç �îð-ìóëèòå xj = mXk=1 qj;k�k; j = j 01; : : : ; j 0r (èçèñêâà 2rmn àð. îï.)Êðàé {SRHS}.Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íàÀëãîðèòúì SRHS ñå îáîáùàâà â ñëåäíàòà èçâåñòíàòåîðåìà.



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 49Òåîðåìà 2.1.2 Àëãîðèòúìúò çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå çà ðåøàâàíå íà çàäà÷à(1.1.6) ñ ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò, íàïð. çà êîÿòî fj = 0 çà j 6= j1; j2; : : : ; jd è êîãàòî ñåòúðñÿò ñàìî ÷àñò îò êîìïîíåíòèòå íà ðåøåíèåòî, èìåííî xj çà j = j 01 ; j 02 ; : : : ; j 0rèçèñêâà NSRHS � m[2(r + d)n + (5n � 4)℄ àð. îï. çà ðåøàâàíå, m(4n � 3) àð. îï. çà�àêòîðèçàöèÿ íà òðèäèàãîíàëíèòå ìàòðèöè �k In + T è O �edm2� + 9m2 àð. îï. çàíàìèðàíå íà âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè è íà ed êîìïîíåíòè íà âñè÷êè ñîáñòâåíèâåêòîðè íà ìàòðèöàòà B.2.1.3 Áúðç àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòåÁúðçèÿò àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå (FASV) ñå ñúñòîè îò ïðàâ è îá-ðàòåí õîä. Îòíîâî ñå ðàçãëåæäà çàäà÷à (1.1.6), êàòî çà óäîáñòâî ïðè èçëîæåíèåòî ñåïðåäïîëàãà, ÷å m = 2l � 1.Íà âñÿêà ñòúïêà, êàêòî íà ïðàâèÿ òàêà è íà îáðàòíèÿ õîä, åëåìåíòèòå íà ìàòðè-öàòà A ñå ãðóïèðàò ïî ïîäõîäÿù íà÷èí. Íå÷åòíèòå áëîêîâå A(k;s) ïî äèàãîíàëà íàáëî÷íîòî ïðåäñòàâÿíå çà ñòúïêà k (1 � k � l) ñå ñúñòîÿò îò 2k � 1 áëîêà îò ðåä n:A(k;s) = I2k�1 
 T +B(s)k 
 In; s = 1; 2; : : : ; 2l�k:Â ïîñëåäíèÿ èçðàç, B(s)k ñà ñëåäíèòå ãëàâíè ïîäìàòðèöè íà B (sk = (s� 1)2k):B(s)k = 0BBBB� bsk+1;sk+1 bsk+1;sk+2 0 : : : 0bsk+2;sk+1 bsk+2;sk+2 bsk+2;sk+3 : : : 0... . . . . . . . . . ...0 : : : 0 bsk+2k�1;sk+2k�2 bsk+2k�1;sk+2k�1
1CCCCA :×åòíèòå êîìïîíåíòè A(k)2s;2s = T + bs2k ;s2k In èìàò ñàìî ïî åäèí áëîê îò ðåä n.Òàêà çà âñÿêà ñòúïêà k íîâîòî áëî÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ìàòðèöàòà A èìà âèäà:

(2.1.4) A = 0BBBBBBB�
A(k;1) A(k)1;2 0 : : : 0A(k)2;1 T + b2k;2k In A(k)2;3 : : : 00 A(k)3;2 A(k;2) : : : 0... . . . . . . . . . ...0 : : : 0 A(k)2l�k+1�1;2l�k+1�2 A(k;2l�k)

1CCCCCCCA :
Öåëòà å íà âñÿêà ñòúïêà íà ïðàâèÿ è îáðàòíèÿ õîä äà ñå êîíñòðóèðàò ñèñòåìè,êîèòî ìîãàò äà ñå ðåøàò ÷ðåç Àëãîðèòúì SRHS.Ïðàâèÿò õîä íà FASV ñå ñúñòîè îò íÿêîëêî ñòúïêè. Íà ïúðâàòà ñòúïêà ñåïîëàãà f (1) = f : Çà äà ñå îñèãóðè ðàçðåäåíà áëî÷íà ñòðóêòóðà íà äÿñíàòà ÷àñò, f (k+1)



50 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè(çà k = 1; : : : ; l � 1) ñå îïðåäåëÿ êàòî âåêòîð îò îñòàòúöè:(2.1.5) f (k+1) = f (k) � Ax(k) ; (f (1) = f):Âåêòîðúò x(k), çà âñÿêî k = 1; : : : ; l� 1, ñå êîíñòðóèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: �åøàâàò ñåçàäà÷èòå(2.1.6) A(k;s) x(k;s) = f (k;s); s = 1; 2; : : : ; 2l�k;êúäåòî x(k;s) = 0BBBB� x(k)sk+1x(k)sk+2...x(k)sk+2k�1
1CCCCA è f (k;s) = 0BB� 0f (k)sk+2k�10 1CCA g 2k�1 � 1 áëîêàg 1 áëîêg 2k�1 � 1 áëîêà :Ïîëàãà ñå x(k)s:2k = 0 çà s = 1; 2; : : : ; 2l�k � 1. Âåêòîðèòå(2.1.7) x(k) = 0BBBBBBBBBB� x(k;1)0x(k;2)0...x(k;2l�k)

1CCCCCCCCCCA g 2k � 1 áëîêàg 1 áëîêg 2k � 1 áëîêàg 1 áëîê...g 2k � 1 áëîêà ; f (k) = 0BBBBBBBBBB� f (k;1)f (k)2kf (k;2)f (k)2:2k...f (k;2l�k)
1CCCCCCCCCCA g 2k � 1 áëîêàg 1 áëîêg 2k � 1 áëîêàg 1 áëîê...g 2k � 1 áëîêàñå çàìåñòâàò â (2.1.5) è ñëåä ïðåîáðàçóâàíå, çà âåêòîðà f (k+1) ñå ïîëó÷àâà

f (k+1) =
0BBBBBBBBBBBB�

0f (k+1)1:2k0f (k+1)2:2k...f (k+1)(2l�k�1):2k0
1CCCCCCCCCCCCA

g 2k � 1 áëîêàg 1 áëîêg 2k � 1 áëîêàg 1 áëîê...g 1 áëîêg 2k � 1 áëîêà :
Ïî-òî÷íî, f (k+1) ìîæå äà èìà íåíóëåâè áëî÷íè êîìïîíåíòè f (k+1)i ñàìî çà i = s:2k,s = 1; 2; : : : ; 2l�k � 1. Òúé êàòî A(k)2s;2s�1 = (0; : : : ; 0; bsk+2k;sk+2k�1In) è A(k)2s;2s+1 =(bsk+2k;sk+2k+1In; 0; : : : ; 0), òå ñå îïðåäåëÿò ÷ðåç:f (k+1)s:2k = f (k)s:2k � A(k)2s;2s�1x(k;s) � A(k)2s;2s+1x(k;s+1)(2.1.8) = f (k)s:2k � bs:2k;s:2k�1x(k;s)2k�1 � bs:2k;s:2k+1x(k;s+1)1= f (k)s:2k � bs:2k;s:2k�1x(k)s:2k�1 � bs:2k;s:2k+1x(k)s:2k+1 :



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 51Âúâåæäà ñå îçíà÷åíèåòîf (k+1;s0) = 0BB� 0f (k+1)s:2k0 1CCA g 2k � 1 áëîêàg 1 áëîêg 2k � 1 áëîêà ;êúäåòî s = 2s0� 1; s0 = 1; 2; : : : ; 2l�k�1 è f (k+1) ïîëó÷àâà âèäà íà f (k) â (2.1.7). Ïî òîçèíà÷èí áðîÿò íà íåíóëåâèòå êîìïîíåíòè íà f (k) íà âñÿêà ñòúïêà íàìàëÿâà íàïîëîâèíà.Ïðèìåð: Ïðè l = 4; m = 24�1 = 15, âåêòîðèòå f (k); k = 1; : : : 4 ùå èìàò ñëåäíèòåíåíóëåâè áëîêîâå:f (1) : f (1)1 f (1)2 f (1)3 f (1)4 f (1)5 f (1)6 f (1)7 f (1)8 f (1)9 f (1)10 f (1)11 f (1)12 f (1)13 f (1)14 f (1)15f (2) : f (2)2 f (2)4 f (2)6 f (2)8 f (2)10 f (2)12 f (2)14f (3) : f (3)4 f (3)8 f (3)12f (4) : f (4)8Çà ïðåñìÿòàíå íà íåíóëåâèòå êîìïîíåíòè íà f (k+1) ñà íåîáõîäèìè ïî äâà áëîêà íàâñÿêî x(k;s), èìåííî x(k;s)1 è x(k;s)2k�1 (âæ. (2.1.8)). Ïðè âúçñòàíîâÿâàíå íà ðåøåíèåòî íàîáðàòíèÿ õîä ùå áúäå íåîáõîäèìà îùå êîìïîíåíòàòà x(k;s)2k�1 .Òàêà êîíñòðóèðàíèòå ñèñòåìè A(k;s) x(k;s) = f (k;s); s = 1; 2; : : : ; 2l�k èìàò ðàçðåäåíàäÿñíà ÷àñò ñ åäíà íåíóëåâà áëî÷íà êîìïîíåíòà (f (k;s)2k�1 ) è ñå òúðñÿò òðè áëî÷íè êîì-ïîíåíòè íà ðåøåíèåòî. Òå ìîãàò äà ñå ðåøàò íåïúëíî êàòî ñå èçïîëçâà ÀëãîðèòúìSRHS ñ d = 1, r = 3 è m = 2k � 1.Çàáåëåæêà: Ìàòðèöèòå A(k;s) ïîçâîëÿâàò ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå, çàùîòî ñàîò ñúùèÿ âèä êàòî èçõîäíàòà ìàòðèöà A, íî B å çàìåíåíà ñ íåéíà ãëàâíà ïîäìàòðèöàB(s)k (âæ. (2.1.4)).Ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà îáðàòíèÿ õîä íà FASV ñà èçïîëçâàíè ñëåäíèòå �àêòè:1) �åøåíèåòî íà ñèñòåìàòà Ax = f ìîæå äà ñå ðàçëîæè êàòî ñóìà íà âåêòîðèòåx(k); k = 1; : : : ; l:(2.1.9) x = x(1) + x(2) + � � �+ x(l):Ïðîâåðêàòà å ñëåäíàòà: f (k+1) â òúæäåñòâîòî f (1) � f (l+1) = lXk=1(f (k) � f (k+1)) ñåçàìåñòâà ñ ðàâíîòî ìó îò (2.1.5) è ñëåä ïðåîáðàçóâàíå ñå ïîëó÷àâà, ÷åf (1) � f (l+1) = lXk=1 Ax(k) = A lXk=1 x(k)! :Òúé êàòî f (1) = f è îò êîíñòðóêöèÿòà f (l+1) � f (l) � Ax(l) � f (l;1) � A(l;1)x(l;1) = 0, òî(2.1.9) å â ñèëà.



52 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè2) Ñïîðåä êîíñòðóêöèÿòà x(k)s:2k = 0 çà s = 1; 2; : : : ; 2l�k � 1: Òîâà ðàâåíñòâî îç-íà÷àâà, ÷å ïðè íàðàñòâàíå íà k, áðîÿò íà íóëåâèòå êîìïîíåíòè íà x(k) íàìàëÿâàíàïîëîâèíà.Ïðèìåð: Ïðè l = 4; m = 24 � 1 = 15, âåêòîðèòå x(k) èìàò íóëåâè êîìïîíåíòè íàñëåäíèòå ìåñòà: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15x(1) : 0 0 0 0 0 0 0x(2) : 0 0 0x(3) : 0x(4) :Ñ äðóãè äóìè x(k)s:2k0 = 0 çà k � k0. Îò òóê è (2.1.9) ñëåäâà, ÷å çà òî÷íîòî ðåøåíèå xå â ñèëà(2.1.10) xs:2k0 =  lXk=1 x(k)!s:2k0 = Xk>k0 x(k)s:2k0 :Ïðè îáðàòíèÿ õîä íà FASV öåëòà å çà k = l; l � 1; : : : ; 1 è s = 1; 2; : : : ; 2l�k äàñå îïðåäåëÿò x(2s�1)2k�1 . Òàêà íà âñÿêà ñòúïêà â îáðàòíèÿ õîä áðîÿò íà òúðñåíèòåêîìïîíåíòè íà x ñå óâåëè÷àâà, äîêàòî ñå âúçñòàíîâè öåëèÿ âåêòîð x.Ïðèìåð: Ïðè l = 4; m = 24 � 1 = 15, íà âñÿêà ñòúïêà k ñå òúðñÿò x(2s�1)2k�1 çàs = 1; 2; : : : ; 24�k. �åøåíèåòî ñå âúçñòàíîâÿâà íà ÷àñòè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15k = 4 : x8k = 3 : x4 � x12k = 2 : x2 � x6 � x10 � x14k = 1 : x1 � x3 � x5 � x7 � x9 � x11 � x13 � x15Ñèìâîëúò � îçíà÷àâà, ÷å ñúîòâåòíàòà êîìïîíåíòà âå÷å å íàìåðåíà.Íà ïúðâàòà ñòúïêà íà îáðàòíèÿ õîä, ò.å. êîãàòî k = l, (2(l�k) = 1; s = 1), òðÿáâàäà ñå íàìåðè åäíà áëî÷íà êîìïîíåíòà íà ðåøåíèåòî, à èìåííî x(2s�1)2k�1 � x2l�1 . Îòäðóãà ñòðàíà, îò ðàâåíñòâîòî (2.1.10) çà k0 = l � 1 è s = 1 ñëåäâà, ÷å x2l�1 = x(l)2l�1 .Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñðåäíàòà áëî÷íà êîìïîíåíòà íà ðåøåíèåòî x íà ñèñòåìàòà Ax = fñå íàìèðà ÷ðåç íåïúëíî ðåøàâàíå (ñ r = 1) íà ñèñòåìàòà(2.1.11) Ax(l) = f (l);êúäåòî A � A(l;1); x(l) = x(l;1) è f (l) = f (l;1). Äÿñíàòà ÷àñò f (l) å íàìåðåíà íà ïîñëåäíàòàñòúïêà íà ïðàâèÿ õîä è èìà ðàçðåäåíà ñòðóêòóðà ñ åäíà íåíóëåâà áëî÷íà êîìïîíåíòà,ò.å. d = 1. (Òîâà ñëåäâà îò óðàâíåíèå (2.1.8).)



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 53Çà îñòàíàëèòå ñòúïêè k = l � 1; : : : ; 1 ñå êîíñòðóèðàò ñèñòåìè, ÷èåòî íåïúëíîðåøàâàíå âîäè äî íàìèðàíå íà îñòàíàëèòå êîìïîíåíòè íà x. Îò (2.1.5) ñëåäâàA lXi=k x(i) = lXi=k Ax(i) = lXi=k �f (i) � f (i+1)�= f (k) � f (k+1) + f (k+1) � f (k+2) + � � �+ f (l�1) � f (l) + f (l) � f (l+1)= f (k) � f (l+1) = f (k) ;ò.å.(2.1.12) A lXi=k x(i) = f (k):Àêî çà A, z(k) = lXi=k x(i) è f (k) ñå èçïîëçâàò áëî÷íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ (2.1.4),z(k)T = (z(k;1)T ; z(k)2k T ; : : : ; z(k;2l�k)T ) è f (k)T = (f (k;1)T ; f (k)2k T ; : : : ; f (k;2l�k)T ) ;òî ìàòðè÷íîòî óðàâíåíèå (2.1.12) ñå çàïèñâà âúâ âèäà������������������
A(k;1)z(k;1) + A(k)1;2z(k)2k = f (k;1)A(k)2;1z(k;1) + (T + b2k;2kIn)z(k)2k + A(k)2;3z(k;2) = f (k)2k: : :A(k)2s�1;2s�2z(k)(s�1)2k + A(k;s)z(k;s) + A(k)2s�1;2sz(k)s:2k = f (k;s)A(k)2s;2s�1z(k;s) + (T + bs:2k;s:2kIn)z(k)s:2k + A(k)2s;2s+1z(k;s+1) = f (k)s:2k: : :A(k)2l�k+1�1;2l�k+1�2z(k)(2l�k�1)2k + A(k;2l�k)z(k;2l�k) = f (k;2l�k) :

Êàòî ñå âçåìàò ïîäñèñòåìèòå ñ ìàòðèöè A(k;s) èëè, êîåòî å åäíî è ñúùî, çà íÿêîåäàäåíî s � 1 è sk = (s � 1)2k, (sk + 1)-òî, (sk + 2)-òî, ... , (sk + 2k � 1)-òî óðàâíåíèåîò òúæäåñòâîòî (2.1.12) ñå ïîëó÷àâà(2.1.13) f (k;s) = A(k;s)z(k;s) + A(k)2s�1;2s�2z(k)(s�1)2k + A(k)2s�1;2sz(k)s:2k :Îò (2.1.10) çà s� 1 è s ñëåäâà Xk0>k x(k0)sk = xsk ; Xk0>k x(k0)s:2k = xs:2k è òúé êàòî x(k)sk = 0è x(k)s:2k = 0, òî z(k)(s�1)2k = Xk0�k x(k0)sk = xsk è z(k)s:2k = Xk0�k x(k0)s:2k = xs:2k : Ïîëàãà ñå y(k)r =Xk0�k x(k0)sk+r çà r = 1; : : : ; 2k � 1 (ò.å. y(k) = z(k;s)) è (2.1.13) ñå çàïèñâà âúâ âèäà(2.1.14) A(k;s)y(k) = f (k;s) � A(k)2s�1;2s�2xsk � A(k)2s�1;2sxs:2k :



54 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÁëîêîâåòå A(k)2s�1;2s�2 è A(k)2s�1;2s ñàA(k)2s�1;2s�2 = A(k)2(s�1)+1;2(s�1) = (b(s�1)2k+1;(s�1)2kIn ; 0 ; : : : ; 0)T ; çà k > 1A(k)2s�1;2s = (0 ; : : : ; 0 ; bs:2k�1;s:2kIn)T ;A(k)2s�1;2s�2 = b(s�1)2k+1;(s�1)2kIn ; çà k = 1A(k)2s�1;2s = bs:2k�1;s:2kIn :Ñëåäîâàòåëíî (2.1.14) ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà(2.1.15) A(k;s)y(k) = f (k;s) + bf (k;s);êúäåòî
bf (k;s) =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
0BBBBBBB�

�bsk+1;skxsk0...0�bs:2k�1;s:2kxs:2k
1CCCCCCCA ; k 6= 1�bsk+1;skxsk � bs:2k�1;s:2kxs:2k ; k = 1 :

Íà âñÿêà ñòúïêà íà îáðàòíèÿ õîä ñå ðåøàâà íåïúëíî ñèñòåìà îò âèäà (2.1.15), êàòîñå òúðñè ñàìîy(k)2k�1 =Xk0�k x(k0)(s�1)2k+2k�1 = Xk0�k x(k0)(2s�2+1)2k�1 = Xk0�k x(k0)(2s�1)2k�1 = x(2s�1)2k�1 :Îò äðóãà ñòðàíà, x(k;s) å ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà A(k;s)x(k;s) = f (k;s) è y(k) ìîæå äà ñå ðàç-ëîæè êàòî y(k) = by(k)+x(k;s), êúäåòî by(k) å ðåøåíèå íà A(k;s)by(k) = bf (k;s). Ñëåäîâàòåëíîy(k)2k�1 = by(k)2k�1 + x(k;s)2k�1 , êàòî x(k;s)2k�1 âå÷å å íàìåðåí ïðè ïðàâèÿ õîä.Òàêà êîíñòðóèðàíèòå ñèñòåìè A(k;s)by(k) = bf (k;s) çà âñÿêà ñòúïêà íà îáðàòíèÿ õîä,ñå ðåøàâàò ÷ðåç Àëãîðèòúì SRHS ñ d = 2 è r = 1. Êîìïîíåíòèòå xsk è xs:2k,íåîáõîäèìè çà îáðàçóâàíå íà bf (k;s) ñà íàìåðåíè íà ïðåäèøíèòå ñòúïêè. Çà k = 1ïîëó÷åíèòå ñèñòåìè èìàò åäíà áëî÷íà êîìïîíåíòà è ñå ðåøàâàò ïúëíî.Áúðçèÿò àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå (FASV) ìîæå äà áúäå îïèñàííàêðàòêî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:Àëãîðèòúì FASVÑòúïêà 1. Ïðàâ õîä:Ïîëàãà ñå f (1) = ffor k = 1 to l � 1



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 55for s = 1 to 2l�k ñå ðåøàâàò ñèñòåìèòå(2.1.16) A(k;s)x(k;s) = f (k;s)íåïúëíî, êàòî ñå íàìèðàò ñàìî x(k;s)1 ; x(k;s)2k�1 ; x(k;s)2k�1end{öèêúë ïî s}for s = 1 to 2l�k � 1 ñå èç÷èñëÿâàò âåêòîðèòå(2.1.17) f (k+1)s:2k = f (k)s:2k � bs:2k;s:2k�1x(k;s)2k�1 � bs:2k;s:2k+1x(k;s+1)1end {öèêúë ïî s}end {öèêúë ïî k}Ñòúïêà 2. Îáðàòåí õîä:Ñèñòåìàòà Ax(l) = f (l) ñå ðåøàâà íåïúëíî, ñàìî çà x(l)2l�1 = x2l�1for k = l � 1 downto 1for s = 1 to 2l�k ñå ïðåñìÿòà äÿñíàòà ÷àñò
bf (k;s) = 8>>>>>>><>>>>>>>:

0BBBB� �bsk+1;skxsk0...�bs:2k�1;s:2kxs:2k
1CCCCA ; k 6= 1�bsk+1;skxsk � bs:2k�1;s:2kxs:2k ; k = 1è ñå ðåøàâàò ñèñòåìèòå(2.1.18) A(k;s)by(k) = bf (k;s)íåïúëíî ñàìî çà by(k)2k�1 . Ñëåä òîâà ñå ïîëàãà(2.1.19) x(2s�1)2k�1 = by(k)2k�1 + x(k;s)2k�1end {öèêúë ïî s}end {öèêúë ïî k}Êðàé {FASV}.Áðîÿò íà àð. îï., íåîáõîäèìè çà èçïúëíåíèå íà ïðàâèÿ è îáðàòíèÿ õîä è íà öåëèÿÀëãîðèòúì FASV, ñå îïðåäåëÿ ñ ïîìîùòà íà Òåîðåìà 2.1.2. Èçâåñòíà å ñëåäíàòàòåîðåìà.



56 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÒåîðåìà 2.1.3 Ïðàâèÿò õîä íà Àëãîðèòúì FASV èçèñêâàl�1Xk=1 2l�k(4n+ (13n� 4)nk) � 13nm(l� 1)� 9nmàð. îï. â ÷àñòòà çà ðåøàâàíå èl�1Xk=1 2l�knk (4n� 3) � 4nm (l � 1)àð. îï. çà �àêòîðèçàöèÿ íà ìàòðèöèòå T + �kIn, êúäåòî nk = 2k � 1; m = 2l � 1.Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà îáðàòíèÿ õîä íà FASV ål�1Xk=1 2l�k(2n+ (11n� 4)nk) + 9nm� 4m � 11nm(l � 1) :Îáùî, ïðèëàãàíåòî íà Àëãîðèòúì FASV çà ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà Ax = fèçèñêâà NFASV � 24nm(l�1)�9nm àð. îï. â ÷àñòòà çà ðåøàâàíå è 4nm(l�1) àð. îï.çà �àêòîðèçàöèÿ íà âñè÷êè ìàòðèöè T + �kIn â ïðîèçâåäåíèÿ îò âèäà LkD�1k Uk,êúäåòî Lk, Uk ñà ñúîòâåòíî äîëíîòðèúãúëíè è ãîðíîòðèúãúëíè ñ åäèíèöè ïî ãëàâíèÿäèàãîíàë, à Dk å äèàãîíàëíà ìàòðèöà.Äîêà ç à ò å ë ñ ò â î. Çà ïðàâèÿ õîä: Ìíîæèòåëÿò 2l�k äàâà áðîÿ íà ðåøàâàíèòå ñèñòå-ìè îò âèäà (2.1.16). Ïðåñìÿòàíåòî íà äÿñíàòà ñòðàíà f (k+1) çà âñÿêà ñëåäâàùà ñòúïêàïîñðåäñòâîì (2.1.17) èçèñêâà 4n àð. îï. ×àñòòà (13n � 4)nk äàâà áðîÿ àð. îï. çà íå-ïúëíî ðåøàâàíå íà (2.1.16), íàìèðàéêè ñàìî x(k;s)1 ;x(k;s)2k�1 è x(k;s)2k�1 ÷ðåç ÀëãîðèòúìSRHS. Òÿ ñå ïîëó÷àâà, êàòî ñå ïðèëîæè Òåîðåìà 2.1.2 ïðè r = 3 (áðîé òúðñåíèêîìïîíåíòè íà x(k;s)) è d = 1 (áðîé íåíóëåâè êîìïîíåíòè íà äÿñíàòà ÷àñò f (k;s)) è êà-òî ñå îò÷åòå, ÷å ñå òúðñÿò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè è âåêòîðè íà B(s)k îò ðåä nk = 2k�1,âìåñòî íà B.Çà îáðàòíèÿ õîä: Ìíîæèòåëÿò 2l�k å çàðàäè áðîÿ íà çàäà÷èòå (2.1.18), çà èç÷èñ-ëÿâàíåòî íà äÿñíàòà ñòðàíà íà (2.1.18) ñà íåîáõîäèìè 2n àð. îï. Íåïúëíîòî ðåøàâàíåíà (2.1.18) èçèñêâà (11n� 4)nk àð. îï., ïðåñìåòíàòè ñ ïîìîùòà íà Òåîðåìà 2.1.2 çàr = 1 (áðîé òúðñåíè êîìïîíåíòè íà ðåøåíèåòî) è d = 2 (áðîé íåíóëåâè êîìïîíåíòèíà äÿñíàòà ÷àñò).Çà íåïúëíîòî ðåøàâàíå íà çàäà÷à Ax(l) = f (l) ñ d = 1 è r = 1 ñà íåîáõîäèìè9nm� 4m àð. îï.Çàáåëåæêà: Çà ïî-ãîëÿìà òî÷íîñò, êúì ïðåäèøíàòà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò òðÿá-âà äà ñå äîáàâè è áðîÿò íà îïåðàöèèòå, íåîáõîäèìè çà ïðåñìÿòàíå íà âñè÷êè ñîáñò-âåíè ñòîéíîñòè è 1-òà, 2k�1-òà, è (2k� 1)-òà êîìïîíåíòà íà âñè÷êè ñîáñòâåíè âåêòîðè



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 57íà òðèäèàãîíàëíèòå ìàòðèöè B(s)k îò ðåä nk (nk = 2k � 1) çà s = 1; 2; : : : ; 2l�k èk = 1; : : : ; l. Ïî àëãîðèòúìà ïðåäëîæåí â Á. Í. Ïàðëåò [2℄, òåçè äàííè ñå íàìèðàòçà lXk=1 2l�kO �n2k� = O �n2� àð. îï., ò.å. òîâà íå å äîìèíèðàùà ÷àñò â èç÷èñëèòåëíàòàñëîæíîñò íà àëãîðèòúìà.2.2 Óñëîâíî óñòîé÷èâè ìàðø àëãîðèòìèÂ òàçè ñåêöèÿ ñà ðàçãëåäàíè ñòàíäàðòåí ìàðø àëãîðèòúì (SM) è îáîáùåí ìàðø àëãî-ðèòúì (GMA) çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìè óðàâíåíèÿ îò âèäà (1.1.6), ïîëó÷åíè ñëåä äèñê-ðåòèçàöèÿ íà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè âúðõó ðàâíîìåðíà n�mìðåæà. Òåçè äâà àëãîðèòúìà ñà ïðåäëîæåíè íàé-íàïðåä îò R. Bank è D. Rose [14, 16℄,à ïî-êúñíî ñà ïðå�îðìóëèðàíè îò P.S. Vassilevski [94℄ ñ ïîìîùòà íà òåõíèêàòà çà íå-ïúëíî ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñ ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò. Â êðàÿ íà ñåêöèÿòà å âúâåäåíà èìîäè�èêàöèÿ íà GMA (ïðåäëîæåíà îò G. Benheva [20℄), ÷èèòî ïàðàëåëíè ñâîéñòâàñà àíàëèçèðàíè â ñëåäâàùàòà ãëàâà. Ïîëó÷åíè ñà îöåíêè çà ìàêñèìàëíèÿ áðîé àðèò-ìåòè÷íè îïåðàöèè, íåîáõîäèìè çà èçïúëíåíèåòî íà SM è äâàòà âàðèàíòà íà GMA.Èçëîæåíèåòî å áàçèðàíî íà ðåçóëòàòèòå â P.S. Vassilevski [94℄ è G. Benheva [20℄.2.2.1 Ñòàíäàðòåí ìàðø àëãîðèòúìÂ îñíîâàòà êàêòî íà ñòàíäàðòíèÿ, òàêà è íà îáîáùåíèÿ ìàðø àëãîðèòìè å ïðåíà-ðåæäàíåòî è çàïèñâàíåòî íà ìàòðèöàòà íà èçõîäíàòà çàäà÷à (1.1.6) â áëî÷íà 2 � 2�îðìà ñúñ ñïåöè�è÷íà ñòðóêòóðà. Ïîëó÷åíàòà ñèñòåìà ñå ðåøàâà ÷ðåç áëî÷íà �à-óñîâà åëèìèíàöèÿ (âæ. ò. 1.2.1). Ïðè ñòàíäàðòíèÿ ìàðø àëãîðèòúì (SM) ïúðâîòîáëî÷íî óðàâíåíèå ñå çàïèñâà íà ïîñëåäíî ìÿñòî è ïðåíàðåäåíàòà ñèñòåìà èìà âèäà:(2.2.20)  U GC 0 ! x0xm ! =  f 0f1 ! ;êúäåòî U å ãîðíîòðèúãúëíàòà ìàòðèöà
U = 0BBBBBBB�

b2;1In T + b2;2In b2;3In : : : 00 b3;2In T + b3;3In : : : 0... . . . . . . . . . ...0 : : : : : : bm�1;m�2In T + bm�1;m�1In0 : : : : : : 0 bm;m�1In
1CCCCCCCA ;



58 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèà ìàòðèöèòå G è C è âåêòîðèòå x0 è f 0 ñå îïðåäåëÿò ÷ðåç:
G = 0BBBBBBB�

0...0bm�1;mInT + bm;mIn
1CCCCCCCA ; C = �T + b1;1In ; b1;2In ; 0 ; : : : ; 0� ;x0T = �xT1 ; xT2 ; : : : ; xTm�1� ;f 0T = �fT2 ; fT3 ; : : : ; fTm� :Çà ïðåíàðåäåíàòà ìàòðèöà å â ñèëà ñëåäíàòà áëî÷íà �àêòîðèçàöèÿ U GC 0 ! =  U 0C �CU�1G ! I U�1G0 I !è ñèñòåìàòà (2.2.20) äîáèâà âèäà:(2.2.21)  U 0C �CU�1G ! I U�1G0 I ! x0xm ! =  f 0f1 ! :Çà ðåøàâàíåòî íà (2.2.21) ñå ïðèëàãà áëî÷íàòà �àóñîâà åëèìèíàöèÿ (îïèñàíà â ò. 1.2.1)ñ A1;1 � U , A1;2 � G, A2;1 � C, A2;2 � 0, S = �CU�1G è ñúîòâåòíèòå èìêîìïîíåíòè x0, xm, f 0, f1. Òàêà ñå ïîëó÷àâà, ÷å (2.2.20) å åêâèâàëåíòíà íà ñèñòåìàòà:(2.2.22) �������� Uy1 = f 0�CU�1Gxm = f1 � Cy1 = f1 � CU�1f 0Ux0 = �Gxm + f 0 :Ñèñòåìèòå ñ ãîðíîòðèúãúëíàòà ìàòðèöà U ñå ðåøàâàò ÷ðåç ðåêóðåíòíàòà âðúçêàíà ñòàíäàðòíèÿ îáðàòåí õîä, îïèñàíà íàêðàòêî ïî-äîëó.�àçãëåæäà ñå ñèñòåìàòà U 0BBBBB� �1�2...�m�1

1CCCCCA = 0BBBB� g1g2...gm�1
1CCCCA ;êúäåòî �i; gi 2 Rn ; i = 1; : : : ; m� 1 èëè ïî êîìïîíåíòíîb2;1�1 + (b2;2In + T )�2 + b2;3�3 = g1. . . ...bm�1;m�2�m�2 + (bm�1;m�1In + T )�m�1 = gm�2bm;m�1�m�1 = gm�1 :



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 59�åøåíèåòî � ñå ïîëó÷àâà ïî �îðìóëèòå:
(2.2.23) �m�1 = 1bm;m�1gm�1;for i = m� 1 down to 2�i�1 = 1bi;i�1 �gi�1 � bi;i�i � T�i � bi;i+1�i+1�end :Ñèñòåìàòà ñ äîïúëíåíèåòî íà Øóð S = �CU�1G(2.2.24) �CU�1Gxm = ef1 � f1 � CU�1 f 0å åêâèâàëåíòíà íà ñèñòåìà ñ èçõîäíàòà ìàòðèöà A è ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò, êîÿòî ñåðåøàâà íåïúëíî(2.2.25) Aex = 0BBBB� ef10...0

1CCCCA :Íàèñòèíà, àêî (2.2.25) ñå çàïèøå âúâ âèäà (2.2.20) è ñå èçïúëíè áëî÷íà åëèìèíàöèÿñå ïîëó÷àâà òî÷íî (2.2.24) è ñëåäîâàòåëíî çà ðåøåíèÿòà x è ex íà èçõîäíàòà ñèñòåìàè íà (2.2.25) å â ñèëà exm = xm.Ñèñòåìàòà (2.2.25) ñå ðåøàâà íåïúëíî ÷ðåç Àëãîðèòúì SRHS (âæ. ò. 2.1.2) ñr = 1 è d = 1, ò.å. êàòî ñå òúðñè ñàìî åäíà áëî÷íà êîìïîíåíòà (exm) íà ðåøåíèåòî èäÿñíàòà ñòðàíà èìà åäíà íåíóëåâà êîìïîíåíòà (ef1).Ñòúïêèòå íà SM ñå çàïèñâàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:Àëãîðèòúì SMÑòúïêà 1 �åøàâàíå íà ñèñòåìàòà Uy1 = f 0 ÷ðåç ñòàíäàðòíèÿ îáðàòåí õîä;Ïðåñìÿòàíå íà äÿñíàòà ñòðàíà ef1 = f1 � Cy1;Ñòúïêà 2 Íåïúëíî ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà Aex = (efT1 ; 0T ; : : : ; 0T )T ; ñàìî çàexm èçïîëçâàéêè Àëãîðèòúì SRHS (ñ d = 1; j1 = 1 è r = 1; j 01 = m) ñ öåëïîëó÷àâàíå íà ðåøåíèåòî xm íà ñèñòåìàòà Sxm = ef1 ;Ñòúïêà 3 Ïðåñìÿòàíå íà äÿñíàòà ñòðàíà bf 0 = �Gxm + f 0;�åøàâàíå íà ñèñòåìàòà Ux0 = bf 0 ÷ðåç ñòàíäàðòíèÿ îáðàòåí õîä.Êðàé {SM}.



60 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÇà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà Àëãîðèòúì SM å â ñèëà òâúðäåíèåòî:Òåîðåìà 2.2.1 Ìàðø àëãîðèòúìúò, â êîìáèíàöèÿ ñ òåõíèêàòà çà íåïúëíî ðåøà-âàíå íà ðåäóöèðàíàòà ñèñòåìà, èçèñêâà îïòèìàëåí áðîé àðèòìåòè÷íè îïåðàöèèçà ðåøàâàíå íà çàäà÷è Ax = f ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, à èìåííî NSM � 31nmîïåðàöèè.Äîêà ç à ò å ë ñ ò â î. Ñòúïêè 1 è 3 èçèñêâàò 2((m � 2)(11n � 4) + n) àð. îï. çà ðå-øàâàíå íà ñèñòåìèòå ñ U (÷ðåç (2.2.23)) è 19n � 8 àð. îï. çà ïðåñìÿòàíå íà äåñíèòåñòðàíè. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.1.2, çà íåïúëíî ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà â Ñòúïêà 2ñà íåîáõîäèìè m(2(1 + 1)n + 5n � 4) = m(9n � 4) àð. îï. Ñëåäîâàòåëíî NSM =2((m� 2)(11n� 4) + n) + 19n� 8 +m(9n� 4) � 31nm :2.2.2 Îáîáùåí ìàðø àëãîðèòúìÊàêòî å ïîêàçàíî îò R. Bank è D. Rose â [14, 16℄, îñíîâíèÿò íåäîñòàòúê íà Àëãîðè-òúì SM å, ÷å òîé å íåóñòîé÷èâ çà ãîëåìè m. Ïî-òî÷íî, ðåêóðåíòíàòà âðúçêà, èçïîëç-âàíà çà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè ñ ãîðíîòðèúãúëíàòà ìàòðèöà U îò ãîëÿì áëî÷åí ðåäm, å íåóñòîé÷èâà. Ïî òàçè ïðè÷èíà, ñòàíäàðòíèÿò ìàðø àëãîðèòúì èìà ïðàêòè÷åñêîïðèëîæåíèå ñàìî àêî äúëæèíàòà íà ðåêóðñèÿòà å ìàëêà, ò.å. çà m� n.Êîãàòîm � n, çà çàäà÷àòà (1.1.6) ìîæå äà ñå èçïîëçâà îáîáùåíèÿ ìàðø àëãîðèòúì(GMA). Íåêà (çà óäîáñòâî â èçëîæåíèåòî) m + 1 = p(k + 1) çà íÿêîè öåëè k è p.Ñèñòåìàòà (1.1.6) íàé-íàïðåä ñå ïðåíàðåæäà è çàïèñâà â äâå-íà-äâå áëî÷íà �îðìà eA1;1 eA1;2eA2;1 eA2;2 ! x(1)x(2) ! =  f (1)f (2) ! :Ñëåä òîâà, ïðèëàãàéêè îòíîâî áëî÷íà �àóñîâà åëèìèíàöèÿ òÿ ñå ðåäóöèðà äî ðå-øàâàíå íà äâå ñèñòåìè ñ áëîêà eA1;1 è åäíà ñèñòåìà ñ äîïúëíåíèåòî íà Øóð S =eA2;2 � eA2;1 eA�11;1 eA1;2. Òóê eA = � eAi;j�2i;j=1 å ñèìåòðè÷íî ÷åòíî-íå÷åòíî ïðåíàðåæäà-íå íà A. Òî å ïîëó÷åíî ÷ðåç åäíîâðåìåííî ïðåíàðåæäàíå íà íåèçâåñòíèÿ âåêòîðxT = (x(1)T ;x(2)T ) è íà äÿñíàòà ñòðàíà fT = (f (1)T ; f (2)T ) ïî ïðàâèëîòî: âñè÷êè ðåäîâåíà x (ñúîòâåòíî íà f) ñ íîìåð êðàòåí íà k+1, îáðàçóâàò âòîðàòà áëî÷íà êîìïîíåíòàx(2). Áëîêúò x(2) ðàçäåëÿ n�m - ìðåæàòà íà p èâèöè, âñÿêà ñ ïî k ëèíèè è ñëåäîâà-òåëíî áëîêîâåòå ïî äèàãîíàëà íà eA ñà áëî÷íî-äèàãîíàëíè. Ïî-òî÷íî, òå ñå äå�èíèðàò÷ðåç eA1;1 = blokdiag(A(k)s )ps=1; A(k)s = Ik 
 T +B(k)s 
 In;B(k)s = tridiag(bks+i;ks+i�1 ; bks+i;ks+i ; bks+i;ks+i+1)ki=1 ;eA2;2 = blokdiag(T + bks+1;ks+1 In); ks = (s� 1)(k + 1); s = 1; : : : ; p :



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 61Êîìïîíåíòèòå x(i); f (i); i = 1; 2 íà ðåøåíèåòî è äÿñíàòà ÷àñò ñå ãðóïèðàò è çàïèñâàòâ ñëåäíèÿ áëî÷åí âèä:x(1) = 0BB� x(1)1...x(1)p 1CCA ; x(1)s = 0BB� x(s�1)(k+1)+1...x(s�1)(k+1)+k 1CCA ; s = 1; : : : ; p ;
f (1) = 0BB� f (1)1...f (1)p 1CCA ; f (1)s = 0BB� f(s�1)(k+1)+1...f(s�1)(k+1)+k 1CCA ; s = 1; : : : ; p ;x(2)T = (xTk+1; : : : ;xTs(k+1); : : : ;xT(p�1)(k+1));f (2)T = (fTk+1; : : : ; fTs(k+1); : : : ; fT(p�1)(k+1)):×ðåç áëî÷íà �àêòîðèçàöèÿ ñå ïîëó÷àâà eA1;1 0eA2;1 S ! I eA�11;1 eA1;20 I ! x(1)x(2) ! =  f (1)f (2) ! ;êúäåòî S = eA2;2 � eA2;1 eA�11;1 eA1;2.Ñëåä âúâåæäàíå íà íîâî íåèçâåñòíî y(1)y(2) ! =  I eA�11;1 eA1;20 I ! x(1)x(2) !è èçâúðøâàíå íà ïðåîáðàçóâàíèÿ, àíàëîãè÷íè íà òåçè â ò. 1.2.1 çàäà÷àòà ñå ñâåæäàäî ðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå(2.2.26) �������� eA1;1y(1) = f (1)eA2;2 � eA2;1 eA�11;1 eA1;2x(2) = f (2) � eA2;1 eA�11;1 f (1)eA1;1x(1) = f (1) � eA1;2x(2) :Òúé êàòî ìàòðèöàòà eA1;1 å áëî÷íîäèàãîíàëíà, ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìà ñ íåÿ ñåñâåæäà äî ðåøàâàíå íà p ñèñòåìè ñ ìàòðèöè A(k)s ; s = 1; : : : ; p, êàòî çà âñÿêà îò òÿõñå èçïîëçâà ñòàíäàðòíèÿ ìàðø àëãîðèòúì.Â òîçè ñëó÷àé, äúëæèíàòà íà ðåêóðåíòíàòà âðúçêà, íåîáõîäèìà çà ðåøàâàíå íàñèñòåìèòå ñ ãîðíîòðèúãúëíè áëîêîâå å k�1 = n + 1p �2 è ñå êîíòðîëèðà ÷ðåç èçáèðàíåíà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî p.�åøàâàíåòî íà ðåäóöèðàíàòà ñèñòåìà(2.2.27) eA2;2 � eA2;1 eA�11;1 eA1;2x(2) = ef (2) � f (2) � eA2;1 eA�11;1 f (1)



62 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèå åêâèâàëåíòíî íà íåïúëíîòî ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ñ ïúðâîíà÷àëíàòà ìàòðèöà A è ñðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò. Çàòîâà âòîðàòà ñòúïêà íà áëî÷íàòà �àêòîðèçàöèÿ å ðåøàâàíåòîíà ñèñòåìàòà(2.2.28) Abx = bf ; êúäåòî bfi = ( ef (2)s ; i = s(k + 1)0; i 6= s(k + 1) ;òúðñåéêè ñàìî bxs(k+1) = xs(k+1); s = 1; : : : ; p� 1.Òàçè çàäà÷à ìîæå äà ñå ðåøè ñ FASV çà r = p � 1 (áðîé òúðñåíè êîìïîíåíòèíà ðåøåíèåòî) è d = p� 1 (áðîé íåíóëåâè êîìïîíåíòè íà äÿñíàòà ÷àñò), ò.å. êàòî ñåèçïúëíÿò ïîñëåäíèòå log(p) ñòúïêè íà ïðàâèÿ õîä è ïúðâèòå log(p) íà îáðàòíèÿ õîä.Òîçè ïîäõîä å ïðåäëîæåí îò P.S. Vassilevski [94℄ è ñúîòâåòíèÿò àëãîðèòúì ñå îçíà÷àâàâ òàçè ðàáîòà ñ GMF. Äðóãà âúçìîæíîñò (ïðåäëîæåíà îò G. Benheva [20℄) å äà ñåèçïîëçâà îòíîâî Àëãîðèòúì SRHS, êàòî ïîëó÷åíèÿò ïîñëåäîâàòåëåí àëãîðèòúìGMS èìà àñèìïòîòè÷íî ïî-ãîëÿìà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò. Ïðåäèìñòâàòà íà GMSñà ïî îòíîøåíèå íà ïàðàëåëíèòå ñâîéñòâà è ñå ðàçãëåæäàò ïî-ïîäðîáíî â ñëåäâàùàòàãëàâà.Ïðè ïðåñìåòíàòè x(2) è y(1), x(1) ñå íàìèðà îò ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà â (2.2.26) ñìàòðèöà eA1;1, ò.å. ÷ðåç ðåøàâàíå íà p ñèñòåìè ñ ìàòðèöè A(k)s ; s = 1; : : : ; p.Îáîáùåíèÿò ìàðø àëãîðèòúì íàêðàòêî ìîæå äà áúäå çàïèñàí âúâ âèäà:Àëãîðèòúì GMAÑòúïêà 1: for s = 1 to pðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå A(k)s y(1)s = f (1)s ÷ðåç Àëãîðèòúì SM;end {öèêúë ïî s}ïðåñìÿòàíå íà äÿñíàòà ñòðàíà ef (2) = f (2) � eA2;1 y(1);Ñòúïêà 2: íåïúëíî ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòàAbx = bf ; êúäåòî bfi = ( ef (2)s ; i = s(k + 1)0; i 6= s(k + 1) ;íàìèðàéêè ñàìî bxs(k+1) = xs(k+1); s = 1; : : : ; p� 1,ñ öåë íàìèðàíå íà êîìïîíåíòàòà x(2);Ñòúïêà 3: ïðåñìÿòàíå íà äÿñíàòà ñòðàíà ef (1) = f (1) � eA1;2 x(2);for s = 1 to pðåøàâàíå íà ñèñòåìèòå A(k)s x(1)s = ef (1)s ÷ðåç Àëãîðèòúì SM;end{öèêúë ïî s}Êðàé {GMA}.



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 63Ïðåäïîëàãà ñå çà îïðåäåëåíîñò, ÷å p = 2lp. Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà Àëãîðè-òúì GMA çàâèñè îò íà÷èíà íà ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà â Ñòúïêà 2.Òåîðåìà 2.2.2 Îáîáùåíèÿò ìàðø àëãîðèòúì â êîìáèíàöèÿ ñ áúðçèÿ àëãîðèòúì çàðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è òåõíèêàòà çà íåïúëíî ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñ ðàçðåäåíàäÿñíà ÷àñò, ò.å. Àëãîðèòúì GMF, èçèñêâà NGMF � 62pkn+24nm(log(p)�1)�9nmàð. îï. çà ðåøàâàíå íà çàäà÷à (1.1.6). Íåãîâàòà ìîäè�èêàöèÿ GMS èçïîëçâàùà ñàìîòåõíèêàòà çà íåïúëíî ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñ ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò èçèñêâà NGMS �62pkn+ 4pnm+ nm àð. îï.Äîêà ç à ò å ë ñ ò â î. Ñòúïêè 1 è 3 íà GMA (è äâàòà âàðèàíòà) ïðåäñòàâëÿâàò ðåøà-âàíå íà p ñèñòåìè îò áëî÷åí ðåä k ÷ðåç Àëãîðèòúì SM. Îò Òåîðåìà 2.2.1 ñëåäâà,÷å çà òÿõ ñà íåîáõîäèìè 2p(31kn�25n�12k+8) àð. îï., à ïðåñìÿòàíåòî íà ñúîòâåòíè-òå äåñíè ñòðàíè ñå èçâúðøâà çà 8n(p� 1) àð. îï. Çà Ñòúïêà 2 íà GMF, ò.å êîãàòî ñåèçïîëçâà FASV çà íåïúëíî ðåøàâàíå íà (2.2.28), òðÿáâà äà ñå èçâúðøàò log(p) ñòúïêèíà FASV è îò Òåîðåìà 2.1.3 ñëåäâà, ÷å òóê ñà íåîáõîäèìè 24nm(log(p)� 1)� 9nmàð. îï. Êîãàòî ñå èçïîëçâà SRHS, îò Òåîðåìà 2.1.2 ñ r = d = p�1 ñëåäâà, ÷å âòîðàòàñòúïêà íà GMS èçèñêâà 4pnm + nm àð. îï. Ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà.Çàáåëåæêà: Îáîáùåíèÿò ìàðø àëãîðèòúì âúâ âèäà ïðåäëîæåí îò R. Bank [14℄èçèñêâà çà âòîðàòà ñòúïêà íà áëî÷íàòà �àóñîâà åëèìèíàöèÿ 28n2 log(p) îïåðàöèè.Òîâà ïîêàçâà, ÷å àëãîðèòúì GMF ïðåäñòàâåí ïî-ãîðå èìà àñèìïòîòè÷íî ïî-ìàëúêáðîé îïåðàöèè.2.3 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòèÎïèñàíèòå äî òóê àëãîðèòìè SV, FASV, SM, GMF è GMS ñà ðåàëèçèðàíè êàêòî íà C,òàêà è íà Fortran77. Â òàçè ñåêöèÿ ñå ïðåäñòàâÿò ðåçóëòàòè îò ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòèñúñ C-êîäîâåòå âúðõó Power Maintosh êîìïþòúð ñ 512MB RAM è ïðîöåñîð PowerPC G4/450MHz. �åçóëòàòè îò êîäîâåòå íà Fortran77 âúðõó êîìïþòúð HP9000/C110ñà ïóáëèêóâàíè â G. Benheva [17℄ (çà SV, FASV) è â G. Benheva [18℄ (çà SM, GMF).2.3.1 Òåñòîâè ïðèìåðèÇà åêñïåðèìåíòàëíî èçñëåäâàíå íà óñòîé÷èâîñòòà è èç÷èñëèòåëíàòà å�åêòèâíîñò íàðàçãëåæäàíèòå àëãîðèòìè ñà èçïîëçâàíè ñëåäíèòå äâà òåñòîâè ïðèìåðà.Ïðèìåð 1. Ïðèëîæåíèå çà ñëó÷àÿ a1(y1) = a2(y2) � 1.



64 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè�àçãëåæäà ñå çàäà÷àòà íà Äèðèõëå çà óðàâíåíèåòî íà Ïîàñîí :����� ��u(y1; y2) = f(y1; y2); (y1; y2) 2 
 = (0; 1)� (0; 1)u(y1; y2) = 0; (y1; y2) 2 �
 :Çà ðåøåíèå ñå èçáèðà u(y1; y2) = sin(�y1) sin(�y2) îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å äÿñíàòà ÷àñòå f(y1; y2) = 2�2 sin(�y1) sin(�y2) :Ïðèìåð 2. Ïðèëîæåíèå çà ñëó÷àÿ a1(y1) 6= 1 è a2(y2) 6= 1.�àçãëåæäà ñå çàäà÷à (1.1.2), ñ êîå�èöèåíòè a1(y1) = 1 + y21; a2(y2) = e�y2 èðåøåíèå u(y1; y2) = (1 � y1)y1y2(1 � y2): Ñëåäîâàòåëíî äÿñíàòà ñòðàíà å f(y1; y2) =2y2(1� y2)(3y21 � y1 + 1) + e�y2y1(1� y1)(3� 2y2) :È â äâàòà ñëó÷àÿ äèñêðåòèçàöèÿòà å íàïðàâåíà âúðõó ðàâíîìåðíà ìðåæà n � n(m = n, h1 = h2 = h) ñ âúçëè (yi1; yj2) = (i h; j h); i; j = 1; : : : ; n; h = 1n + 1 ñ ïîìîùòàíà äè�åðåí÷íà àïðîêñèìàöèÿ ïî ïåòòî÷êîâ øàáëîí ½êðúñò�.2.3.2 Óñòîé÷èâîñò íà àëãîðèòìèòåÊàòî ìÿðêà çà óñòîé÷èâîñòòà íà èçñëåäâàíèòå àëãîðèòìè å èçïîëçâàíî ïîâåäåíèå-òî íà ãðåøêàòà â äèñêðåòíà l2- è C-íîðìà. Çà äàäåí âåêòîð v = (v1; : : : ; vn), òå ñåäå�èíèðàò ñúîòâåòíî ÷ðåç kvkl2 =vuut 1n nXi=1 v2i è kvkC = max1�i�n jvij.Â ïúðâàòà êîëîíà íà âñè÷êè òàáëèöè å äàäåí ïàðàìåòúðúò n êàòî õàðàêòåðèñòèêàíà ìðåæîâàòà ñòúïêà h. Îñòàíàëèòå êîëîíè ñà â ãðóïè ïî 2 � çà l2- è C-íîðìèòå íàãðåøêàòà. Àêî å íåîáõîäèìî äîïúëíèòåëíî óòî÷íÿâàíå íà ïàðàìåòðèòå íà çàäà÷àòà,êîëîíèòå ñà â ãðóïè ïî 3, êàòî ïúðâàòà å çà ïàðàìåòúðà, à äðóãèòå 2 � çà ãðåøêàòà.Òàáëèöà 2.1: �ðåøêà çà SV è FASV.Ïðèìåð 1. Ïðèìåð 2.n l2 C l2 C15 1.609e-3 3.219e-3 2.159e-5 4.107e-531 4.018e-4 8.036e-4 5.396e-6 1.029e-563 1.004e-4 2.008e-4 1.349e-6 2.573e-6127 2.510e-5 5.020e-5 3.372e-7 6.434e-7255 6.275e-6 1.255e-5 8.431e-8 1.608e-7511 1.569e-6 3.137e-6 2.108e-8 4.021e-81023 3.922e-7 7.844e-7 5.270e-9 1.005e-8



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 65Òàáëèöà 2.2: �ðåøêà çà SM.Ïðèìåð 1 Ïðèìåð 2n l2 C l2 C3 2.651e-2 5.303e-2 3.453e-4 6.513e-47 6.475e-3 1.295e-2 8.639e-5 1.624e-415 1.609e-3 3.219e-3 1.788e+9 1.712e+1031 6.086e+8 5.611e+9 1.527e+44 2.577e+45Ïîëó÷åíèòå íîðìè íà ãðåøêàòà çà àëãîðèòìèòå SV è FASV çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòèíà ìðåæîâèÿ ïàðàìåòúð n ñà ñúîòâåòíî ðàâíè è ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 2.1 çà äâà-òà òåñòîâè ïðèìåðà. Ïðè íàìàëÿâàíå íà ñòúïêàòà äâà ïúòè è äâåòå íîðìè íàìàëÿâàòïðèáëèçèòåëíî ÷åòèðè ïúòè. Òîâà å òàêà, çàùîòî ìåòîäèòå ñà äèðåêòíè è ïîëó÷å-íàòà ãðåøêà å â ñúùíîñò ãðåøêàòà íà äè�åðåí÷íàòà ñõåìà, ò.å. O (jhj2) (âæ. ò. 1.1).Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ïîòâúðæäàâàò, ÷å àëãîðèòìèòå SV è FASV ñà óñòîé÷èâè.�åçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 2.2 ïîêàçâàò, ÷å àëãîðèòúì SM å ½óñëîâíî�óñòîé÷èâ ïðè m � 15 çà Ïðèìåð 1, è ïðè m � 7 çà Ïðèìåð 2.Â Òàáëèöè 2.3 è 2.4 ñà äàäåíè ðåçóëòàòèòå çà GMF è GMS ñúîòâåòíî çàÏðèìåð 1è Ïðèìåð 2. Îñâåí n, òóê ñå ïðîìåíÿ è ðàçìåðúò íà ñòúïêàòà k�1 íà ðåêóðñèÿòà âÒàáëèöà 2.3: �ðåøêà çà GMF è GMS (n = p(k + 1)� 1), Ïðèìåð 1.k = 3 k = 15GMF GMSn p l2 C p l2 C l2 C7 2 6.475e-3 1.295e-215 4 1.609e-3 3.219e-331 8 4.018e-4 8.036e-4 2 4.307e-4 1.634e-3 4.307e-4 1.634e-363 16 1.004e-4 2.008e-4 4 1.180e-4 1.090e-3 1.116e-4 9.616e-4127 32 2.510e-5 5.020e-5 8 2.872e-5 3.215e-4 2.805e-5 2.822e-4255 64 6.275e-6 1.255e-5 16 6.975e-6 7.863e-5 6.974e-6 6.845e-5511 128 1.569e-6 3.137e-6 32 1.837e-6 3.595e-5 1.845e-6 3.029e-51023 256 3.922e-7 7.844e-7 64 7.282e-7 1.796e-5 7.320e-7 1.757e-5GMF è GMS. Ñòîéíîñòèòå íà k ñå èçáèðàò òàêà, ÷å àëãîðèòúì SM äà å óñòîé÷èâ. Çàk = 3 ïîëó÷åíèòå íîðìè íà ãðåøêàòà ñúâïàäàò çà GMF è GMS è çà äâàòà ïðèìåðà.



66 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÒàáëèöà 2.4: �ðåøêà çà GMF è GMS (n = p(k + 1)� 1), Ïðèìåð 2.k = 3 k = 7n p l2 C p l2 C7 2 8.639e-5 1.624e-415 4 2.159e-5 4.107e-5 2 2.159e-5 4.107e-531 8 5.396e-6 1.029e-5 4 5.396e-6 1.029e-563 16 1.349e-6 2.573e-6 8 1.349e-6 2.573e-6127 32 3.372e-7 6.434e-7 16 3.372e-7 6.434e-7255 64 8.431e-8 1.608e-7 32 8.431e-8 1.608e-7511 128 2.108e-8 4.021e-8 64 2.108e-8 4.021e-81023 256 5.270e-9 1.005e-8 128 5.270e-9 1.007e-8Ïîâåäåíèåòî èì å êàòî òîâà íà SV è FASV, à èìåííî ïðè äâóêðàòíî íàìàëÿâàíå íàñòúïêàòà è äâåòå íîðìè íàìàëÿâàò ïðèáëèçèòåëíî 4 ïúòè. �åçóëòàòèòå çà k = 7 ñàïîäîáíè (çàÏðèìåð 1 íå ñà ïîêàçàíè â òàáëèöèòå) ñ åäíî èçêëþ÷åíèå � çàÏðèìåð 2ïðè n = 1023 C-íîðìàòà çà k = 7 íà GMS å 1:006e � 8. Ñëåäîâàòåëíî GMF è GMSñà óñòîé÷èâè çà k = 3 è k = 7 è çà äâàòà òåñòîâè ïðèìåðà. Ïðè k = 15, SM åóñòîé÷èâ ñàìî çà Ïðèìåð 1. Íåçàâèñèìî îò òîâà, óñòîé÷èâîñòòà íà GMF è GMS âòîçè ñëó÷àé å íàðóøåíà, êàòî ðåçóëòàòèòå ñà âñå îùå ïðèåìëèâè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å íàïðàêòèêà â çàâèñèìîñò îò ñïåöè�è÷íàòà àðèòìåòèêà ñ ïëàâàùà çàïåòàÿ, òðÿáâà ìíîãîâíèìàòåëíî äà ñå èçáèðà ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòúðà k, ò.å. òîé çàâèñè äîïúëíèòåëíîîò êîíêðåòíàòà ìàøèíà è êîìïèëàòîðà.2.3.3 Ñðàâíèòåëåí àíàëèç íà èç÷èñëèòåëíàòà å�åêòèâíîñòÂðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà ðàçãëåæäàíèòå ìåòîäè çàâèñè îò àñèìïòîòèêàòà íà òÿõíàòàèç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò, ïîñî÷åíà â ñúîòâåòíèòå òåîðåìè íà ò. 2.1 è ò. 2.2. Íà Ôèã. 2.1ñà ïðåäñòàâåíè àíàëèòè÷íî è ñ ãðà�èêà (çà k = 7) âîäåùèòå èì ÷ëåíîâå çà ñëó÷àÿn = m = 2l � 1, n = p(k + 1) � 1. Àëãîðèòúì SM å íàé-áúðç, íî íå å èçîáðàçåííà ãðà�èêàòà, òúé êàòî çà ãîëåìè n íå å óñòîé÷èâ. Çà ìàëêè ñòîéíîñòè íà l, ò.å. çàl < 4, áðîÿò îïåðàöèè çà èçïúëíåíèå íà FASV å ïî-ãîëÿì îò òîçè çà èçïúëíåíèå íàSV. �ðà�èêàòà íà èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà GMF å èçöÿëî ïîä òàçè íà FASV,êîãàòî k = 7 èëè 15, à çà k = 3 ìåñòàòà èì ñà ðàçìåíåíè. Îòíîâî çà ìàëêè ñòîéíîñòèíà l, áðîÿò îïåðàöèè çà èçïúëíåíèå íà GMS å ïî-ìàëúê îò òîçè çà èçïúëíåíèå íàGMF. Â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòòà íà k äèàïàçîíúò èì ëåêî ñå èçìåíÿ: ïðè k = 3



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 67Ìåòîä Áðîé îïåðàöèèSV 4n3 + 5n2FASV 24n2 log2 (n+ 1)� 33n2SM 31n2GMF 24n2 log2 (p) + 29n2GMS 4pn2 + 63n2
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Ôèã. 2.1: Ìåòîäè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå � èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò.èíòåðâàëúò å 3 < l < 6; çà k = 7 òîé å 4 < l < 8 è çà k = 15 å 4 < l < 9. Ñ äðóãèäóìè, àñèìïòîòè÷íî GMF å íàé-áúðç, ñëåäâàí îò FASV, GMS è SV, íî ñúùåñòâóâàòèíòåðâàëè îò ñòîéíîñòè çà l, â êîèòî ïîíå åäèí îò ½áàâíèòå� àëãîðèòìè GMS è SV åïî-áúðç îò íÿêîé îò ½áúðçèòå�.Â ñëåäâàùèòå òàáëèöè ñà äàäåíè èçìåðåíèòå ïðîöåñîðíè âðåìåíà çà èçïúëíåíèåíà âñåêè îò àëãîðèòìèòå SV, FASV, GMF è GMS çà äâàòà ïðèìåðà, êàòî íå å âêëþ-÷åíî âðåìåòî çà íàìèðàíå íà íåîáõîäèìèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè è âåêòîðè.Òàáëèöà 2.5: Âðåìåíà çà SV è FASV.Ïðèìåð 1. Ïðèìåð 2.n SV FASV SV FASV63 0.03 0.23 0.03 0.21127 0.26 0.87 0.29 0.83255 3.14 3.86 3.41 3.77511 33.71 16.88 33.82 16.661023 285.38 70.38 284.73 69.70Âðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà âñåêè îò àëãîðèòìèòå ñ óâåëè÷àâàíå íà n ñå èçìåíÿñúîáðàçíî èçðàçèòå, äàäåíè íà Ôèã. 2.1. Ñ óâåëè÷àâàíå íà k, âðåìåíàòà çà GMF èGMS íàìàëÿâàò è ñà ïî-ìàëêè îò òîâà íà FASV. Â ñúùîòî âðåìå èíòåðâàëèòå çàl, â êîèòî ½áàâíèòå� àëãîðèòìè SV è GMS ñà ïî-áúðçè îò ½áúðçèòå� FASV è GMFñà èçìåñòåíè. Ïî-òî÷íî, FASV îòíåìà ïî-ìàëêî âðåìå îò SV åäâà ïðè n = 511 (ò.å.l = 9); GMF å ïî-áúðç îò GMS ïðè n = 1023 çà k = 3 è k = 7. Çà äîñòàòú÷íî ãîëåìèçàäà÷è ½áúðçèòå� ñïîðåä òåîðåòè÷íèÿ àíàëèç àëãîðèòìè ñå èçïúëíÿâàò çà ïî-ìàëêîâðåìå. Çà âàæíè çà ïðàêòè÷åñêèòå ïðèëîæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ñå îêàçâà, ÷å GMS ìîæåäà å ïî-áúðç îò òÿõ è íå áèâà äà ñå ïðåíåáðåãâà.



68 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÒàáëèöà 2.6: Âðåìåíà çà GMF è GMS (n = p(k + 1)� 1), Ïðèìåð 1.k = 3 k = 7 k = 15n GMF GMS GMF GMS GMF GMS63 0.20 0.10 0.11 0.07 0.07 0.05127 0.89 0.49 0.47 0.29 0.31 0.18255 3.84 2.47 2.25 1.43 1.37 0.81511 16.69 15.63 9.97 8.59 6.41 4.421023 70.30 101.66 42.89 52.03 28.13 25.04Òàáëèöà 2.7: Âðåìåíà çà GMF è GMS (n = p(k + 1)� 1), Ïðèìåð 2.k = 3 k = 7n GMF GMS GMF GMS63 0.21 0.11 0.08 0.06127 0.88 0.47 0.52 0.28255 3.82 2.65 2.23 1.39511 16.44 15.70 9.84 8.401023 69.45 100.64 42.04 51.39Òúé êàòî íàé-÷åñòî ðåøàâàíåòî íà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèñå èçïîëçâà íà íÿêîè îò ñòúïêèòå çà ðåøàâàíåòî íà ïî-ñëîæíè çàäà÷è, �àêòîðúò âðå-ìå çà íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî å îò îñîáåíî çíà÷åíèå. Ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè ïîêàç-âàò, ÷å îñâåí èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò, âúðõó íåãî âëèÿÿò è �àêòîðè êàòî ñòðóêòóðàíà àëãîðèòúìà è ñðåäñòâà íà êîìïèëàòîðà (íàïð. óñëîâíè îïåðàòîðè, âëîæåíè öèêëè,èçâèêâàíå íà �óíêöèè, âêëþ÷èòåëíî è çà çàäåëÿíå è îñâîáîæäàâàíå íà ïàìåò � âæ.íàïð. R. Heathfield, L. Kirby et al. [57℄ çà âðåìåíàòà íà íÿêîè îò òÿõ ñïðÿìî àðèòìå-òè÷íèòå îïåðàöèè). Êàòî ñå âçåìàò ïîä âíèìàíèå è ïðåäèìñòâàòà ìó ïî îòíîøåíèåíà ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ (âæ. �ëàâà 3), GMS äàâà ñåðèîçíè îñíîâàíèÿ äà ñå ðàçã-ëåæäà, çàåäíî ñ äðóãèòå áúðçè ìåòîäè ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà å�åêòèâíè àëãîðèòìè(â ÷àñòíîñò è ïðåîáóñëîâèòåëè) çà ðåøàâàíåòî íà ïî-ñëîæíè çàäà÷è.2.4 Ïðèëîæåíèå ïðè êîíñòðóèðàíå íà ïðåîáóñëîâè-òåëèÎñâåí ñàìîñòîÿòåëíîòî çíà÷åíèå çà ðåøàâàíå íà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñåïðîìåíëèâè â ïðàâîúãúëíà îáëàñò, èçñëåäâàíèòå äî òóê ïðåêè àëãîðèòìè èìàò ïðè-



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 69ëîæåíèå è ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà å�åêòèâíè ïðåîáóñëîâèòåëè çà çàäà÷è â ïî-îáùâèä êàòî: à) çàäà÷è ñ ïëàâíî ïðîìåíÿùè ñå êîå�èöèåíòè è/èëè ñêîêîâå íà êîå�èöè-åíòèòå ñúîòâåòñòâàùè íà ñëó÷àÿ íà ìíîãîñëîéíà ñðåäà; á) ñúñòàâíè, íàïð. L-îáðàçíèèëè T-îáðàçíè, îáëàñòè (âæ. íàïð. [69, 84, 95℄).Â òàçè ñåêöèÿ, ÷ðåç ëîêàëíà ìîäè�èêàöèÿ íà åëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà,ñå êîíñòðóèðà å�åêòèâåí ïðåîáóñëîâèòåë ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè çà åëèïòè÷íàçàäà÷à îò âòîðè ðåä äèñêðåòèçèðàíà ñ íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè êðàéíè åëåìåíòè(G. Benheva, S. Margenov [23℄). Çà ðåøàâàíåòî �è ñå èçïîëçâà ìåòîä íà ñïðåãíàòèÿãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå. Ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ ñå ðåøàâà ÷ðåç ÀëãîðèòúìFASV.2.4.1 Ñúùíîñò íà àëãîðèòúìà�àçãëåæäà ñå çàäà÷à (1.1.1) â ñëó÷àÿ íà õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå�(y) � 0, äèñêðåòèçèðàíà ÷ðåç íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè ÊÅ. Ïðè ñòàíäàðòíàðàâíîìåðíà ìðåæà è íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå (Ôèãóðà 1.3a)), äèñêðåòíàòà ñèñòåìà èìàðàçðåäåíà ìàòðèöà ñ íå ïîâå÷å îò 7 íåíóëåâè åëåìåíòà íà ðåä (Ôèãóðà 1.3á)). Ñòðóê-òóðàòà �è å ñïåöè�è÷íà, ðàçëè÷íà îò áëî÷íî-ëåíòîâèÿ ñëó÷àé ïðè êîí�îðìíè åëå-ìåíòè, êîåòî çàòðóäíÿâà äèðåêòíîòî ïðèëàãàíå íà ìíîãî îò ñúùåñòâóâàùèòå áúðçèïðåêè àëãîðèòìè. Èçáîðúò íà ïîäõîäÿù ïðåîáóñëîâèòåë å îò ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå çàå�åêòèâíîòî ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà ÷ðåç PCG (âèæ ò. 1.2.2).Âñåêè âúçåë P îò ìðåæàòà èìà âðúçêè (â ñìèñúë íà øàáëîíà íà àïðîêñèìàöèÿ) ñâúçëèòå îò äâà ñúñåäíè ÷åòèðèúãúëíè åëåìåíòà, êàêòî å ïîêàçàíî íà Ôèãóðà 2.2(à).
P P

(a) (b)Ôèã. 2.2: Ñõåìà íà ñâúðçàíîñò.Àêî ñå ½îòðåæàò� äâå îò âðúçêèòå, ñå ïîëó÷àâà ñõåìà íà ñâúðçâàíå ïîäîáíà íà íàêëî-íåí ïåòòî÷êîâ øàáëîí ½êðúñò� (Ôèãóðà 2.2(b)). Èçïîëçâàíåòî êàòî ïðåîáóñëîâèòåë íàñèñòåìà, ïîëó÷åíà ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ ÷ðåç ïåòòî÷êîâ øàáëîí, ñå ìîòèâèðà îò ìíî-æåñòâîòî ñúùåñòâóâàùè áúðçè àëãîðèòìè çà ðåøàâàíåòî �è. Ñòàíäàðòíîòî ïîäðåæ-äàíå è íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå çà íåêîí�îðìíè ÊÅ íå âîäè äî íåîáõîäèìàòà áëî÷íî-òðèäèàãîíàëíà ñòðóêòóðà çà ïðåîáóñëîâèòåëÿ. Çà äà ñå ïðåîäîëåå òîçè ïðîáëåì ñåçàâúðòà ìðåæàòà (Ôèãóðà 2.3). Èçáèðà ñå íàêëîíåíà ìðåæà çà íåêîí�îðìíèÿ ÌÊÅè íîðìàëíî îðèåíòèðàíà � çà ñïîìàãàòåëíàòà çàäà÷à. Ñòàíäàðòíàòà íîìåðàöèÿ íà
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Ôèã. 2.3: Íàêëîíåíà ìðåæà çà íåêîí�îðìíè ÊÅ è íîðìàëíî îðèåíòèðàíà ìðåæà çàñïîìàãàòåëíàòà çàäà÷à.âúçëèòå ñëåäâà íîðìàëíî îðèåíòèðàíàòà ìðåæà (âæ. ñúùî è Ôèãóðà 2.6).Ìàòðèöàòà A íà ñèñòåìàòà çà òîâà ïîäðåæäàíå èìà ðåãóëÿðíàòà ñòðóêòóðà ïî-êàçàíà íà Ôèãóðà 2.4(a). Íåêà Ni å áðîÿò íåêîí�îðìíè åëåìåíòè ïî íàïðàâëåíèå yiíà ìðåæàòà !h. Òîãàâà ðàçìåðíîñòòà íà A ñëåä íàëàãàíå íà ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ åN = (2N1� 1)(2N2� 1). Ïðåîáóñëàâÿùàòà ìàòðèöà B èìà äîáðå èçâåñòíàòà áëî÷íî-òðèäèàãîíàëíà ñòðóêòóðà ñ äèàãîíàëíè èçâúíäèàãîíàëíè áëîêîâå è òðèäèàãîíàëíèäèàãîíàëíè áëîêîâå (âæ. Ôèãóðà 2.4(á)).
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(à) (á)Ôèã. 2.4: Ñòðóêòóðà íà ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà (à) è íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ (á).Òåçè äâå ìàòðèöè ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç ñòàíäàðòíàòà ïðîöåäóðà íà àñåìáëèðàíå ïðèÌÊÅ îò åëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà Ae è Be:A = Xe2!h LteAe Le ; B = Xe2!h LteBe Le :



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 71Òóê Le ïðåäñòàâëÿâà ðåñòðèêöèÿòà íà ãëîáàëíèÿ âåêòîð íà íåèçâåñòíèòå âúðõó e.Ëîêàëíàòà íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå çà åëåìåíòèòå e å ïðåäñòàâåíà íà Ôèãóðà 2.5(à),(á).Ìàòðèöèòå Ae è Be ñà ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíè, êàòî Ae ñà ïëúòíè çà âñÿêî e,
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Ôèã. 2.5: Ëîêàëíà íîìåðàöèÿ íà âúçëèòå (à) çà åëåìåíòíàòà ìàòðèöà Ae è (á) çàìîäè�èöèðàíàòà ìàòðèöà Be.à Be èìàò ïî 4 íóëåâè åëåìåíòà ñúîòâåòñòâàùè íà ½îòðÿçàíèòå� âðúçêè:(2.4.29) Ae = 266664 �11 �12 �13 �14�21 �22 �23 �24�31 �32 �33 �34�41 �42 �43 �44
377775 ; Be = 266664 �11 0 �13 �140 �22 �23 �24�31 �32 �33 0�41 �42 0 �44

377775 :Çà íåíóëåâèòå êîìïîíåíòè íà Be å â ñèëà �ij = �ji ; �ij = �ij ; i = 1; 2 ; j = 3; 4 è�11 = �11 + �12 ; �22 = �22 + �21 ; �33 = �33 + �34 ; �44 = �44 + �43 :Ñòðóêòóðàòà íà B ñúîòâåòñòâà íà îáîáùåí íàêëîíåí ïåòòî÷êîâ øàáëîí ½êðúñò�. Òîâàîçíà÷àâà, ÷å çà øèðîê êëàñ äèñêðåòèçàöèè, B ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ìàòðèöàïîëó÷åíà ÷ðåç ÌÊ� èëè ëèíåéíè êîí�îðìíè ÊÅ. Íàêðàÿ ñå ïðèëàãà ñêàëèðàíå íàêîå�èöèåíòèòå íà åëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà çà B, çà äà ñå ïîëó÷è çàäà÷à ñðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè.2.4.2 Ìîäåëåí àíàëèç íà ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñòÀíàëèçèðà ñå àíèçîòðîïíà çàäà÷à àñîöèèðàíà ñ áèëèíåéíàòà �îðìàah(u; v) = Xe2!h Ze a(e)( �u�y1 �v�y1 + " �u�y2 �v�y2 )dy :Òóê !h å çàâúðòÿíà ìðåæà, ñúñòîÿùà ñå îò êâàäðàòíè åëåìåíòè ñ äèàãîíàëè, óñïî-ðåäíè íà êîîðäèíàòíèòå îñè. Êîå�èöèåíòúò a(e) å êîíñòàíòà âúðõó âñåêè åëåìåíòe 2 !h, à " > 0 å ïàðàìåòúðúò íà àíèçîòðîïèÿ.



72 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÅëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà ñúîòâåòñòâàùè íà MP è MV ðîòèðàíè áèëè-íåéíè åëåìåíòè (îïèñàíè â ò. 1.1.2) ñàAMPe = a(e)6 266664 5(1 + ") �1� " �5 + " 1� 5"�1� " 5(1 + ") 1� 5" �5 + "�5 + " 1� 5" 5(1 + ") �1� "1� 5" �5 + " �1� " 5(1 + ")
377775 ;

AMVe = a(e)4 266664 5(1 + ") 1 + " �5� " �1� 5"1 + " 5(1 + ") �1� 5" �5� "�5� " �1� 5" 5(1 + ") 1 + "�1� 5" �5� " 1 + " 5(1 + ")
377775 :Òå ñà ïðåñìåòíàòè ïî ñòàíäàðòíàòà ñõåìà íà ÌÊÅ ñ ïîìîùòà íà âúçëîâèòå áàçèñíè
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Ôèã. 2.6: Ëîêàëåí åëåìåíò e è áàçîâ åëåìåíò E.�óíêöèè b�i ; i = 1; : : : ; 4 (âæ. ò. 1.1.2) è ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå èçîáðàçÿâàùà áàçîâèÿåëåìåíò E â e 2 !h (Ôèãóðà 2.6).Ëîêàëíèòå ìàòðèöè Be ñå ïîëó÷àâàò êàòî ïðèëîæèì (2.4.29) è èìàò âèäà:BMPe = a(e)6 266664 4(1 + ") 0 �5 + " 1� 5"0 4(1 + ") 1� 5" �5 + "�5 + " 1� 5" 4(1 + ") 01� 5" �5 + " 0 4(1 + ")
377775 ;

BMVe = a(e)4 266664 6(1 + ") 0 �5� " �1� 5"0 6(1 + ") �1� 5" �5� "�5� " �1� 5" 6(1 + ") 0�1� 5" �5� " 0 6(1 + ")
377775 :Çà äà îöåíèì ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò �(B�1A) ïðèëàãàìå ëîêàëåí àíàëèç çà Ae èBe. Ìàòðèöàòà BMPe å ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíà ïðè " 2 [15 ; 5℄, à çà AMPe , AMVe



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 73è BMVe òîâà å â ñèëà çà âñÿêî " > 0. Îñâåí òîâà, çà " 2 (15 ; 5) èìàìå Ker(AMPe ) =Ker(BMPe ) = Spanfeg, êúäåòî et = (1; 1; 1; 1), à Ker(AMVe ) = Ker(BMVe ) = Spanfegçà " > 0. Ïðè òåçè óñëîâèÿ ëîêàëíèòå ñïåêòðàëíè çàäà÷è ñå çàïèñâàò âúâ âèäà(2.4.30) AMPe w = �BMPe w ; AMVe w = �BMVe w ; w 6=  et :Âìåñòî (2.4.30) å äîñòàòú÷íî äà ðåøèì ðåäóöèðàíè 3�3 ñïåêòðàëíè çàäà÷è áåç îãðà-íè÷åíèÿ çà w (âæ. V. Eijkhout, P. Vassilevski [43℄). Äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àèòå 15 < " � 1çà MP è 0 < " � 1 çà MV. Îöåíêèòå ïðè " > 1 ñà ïîäîáíè, íî ñ 1" âìåñòî ñ ".Çà MP ïðè " 2 (15 ; 1℄ ðåäóöèðàíàòà ñïåêòðàëíà çàäà÷à âîäè äî ñëåäíîòî õàðàêòå-ðèñòè÷íî óðàâíåíèå çà �:(2.4.31) det2664 (5� 4�)(1 + ") �1� " (1� �)("� 5)�1� " (5� 4�)(1 + ") (1� �)(1� 5")(1� �)("� 5) (1� �)(1� 5") (5� 4�)(1 + ") 3775 = 0:Êîðåíèòå ìó ñà �1 = 1, �2 = 65� " , �3 = 6"5"� 1 è â ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë ïîîòíîøåíèå íà " ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà �1 < �2 � �3. Ïðè " = 1, ò.å. çà èçîòðîïíàçàäà÷à, �2 = �3 = 32 îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å �((BMPe )�1AMPe ) = �max�min = 32 . Çà " 6= 1�1 < �2 < �3 è îò òóê �((BMPe )�1AMPe ) = �max�min = 6"5"� 1 .Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå çà MV (" 2 (0; 1℄)(2.4.32) det2664 (5� 6�)(1 + ") 1 + " (1� �)(�"� 5)1 + " (5� 6�)(1 + ") (1� �)(�1� 5")(1� �)(�"� 5) (1� �)(�1� 5") (5� 6�)(1 + ") 3775 = 0èìà êîðåíè �1 = 1, �2 = 45 + " , �3 = 4"5"+ 1 . Çà " = 1 ñå ïîëó÷àâà �1 > �2 = �3 = 23 è�((BMVe )�1AMVe ) = �max�min = 32 . Çà " 2 (0; 1) å â ñèëà �1 > �2 > �3 è �((BMVe )�1AMVe ) =�max�min = 5"+ 14" .�ëîáàëíàòà îöåíêà çà ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò ñå ïîëó÷àâà îò ïðåäñòàâåíèÿ ëîêà-ëåí àíàëèç. Çà âñåêè îò âàðèàíòèòå MP è MV, òÿ ñëåäâà äèðåêòíî îò íåðàâåíñòâàòàvTAv = Xe2!h vTe LTe AeLeve � �max Xe2!h vTe LTe BeLeve = �maxvTBvè àíàëîãè÷íî vTAv � �minvTBv:



74 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÑëåäîâàòåëíî �(B�1A) � �(B�1e Ae) è ïî-òî÷íî�((BMP )�1AMP ) = �((BMV )�1AMV ) � 32 ; " = 1 ;�((BMP )�1AMP ) � 6"5"� 1 ; " 2 (15 ; 1℄ ;�((BMV )�1AMV ) � 5"+ 14" ; " 2 (0; 1℄ :Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà PCG íå çàâèñè îò ìðåæîâèÿ ïàðàìåòúð,íî çàâèñè îò ïàðàìåòúðà íà àíèçîòðîïèÿ. Êîãàòî " ! 15 çà MP è " ! 0 çà MV,ñúîòâåòíèòå îòíîñèòåëíè ÷èñëà íà îáóñëîâåíîñò êëîíÿò êúì áåçêðàéíîñò. Îò äðóãàñòðàíà, êîëêîòî ïî-áëèçêî å " äî 1, òîëêîâà ïî-áúðçà å ñõîäèìîñòòà.Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà åäíà èòåðàöèÿ íà ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì åN PCG=FASVit (A�1b) � N (B�1v) +N (Av) + 10N :Ìàòðèöàòà A èìà íå ïîâå÷å îò 7 íåíóëåâè åëåìåíòà íà ðåä è ñëåäîâàòåëíî N (Av) �13N . Ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ B ñå ðåøàâà ÷ðåç Àëãîðèòúì FASV. ÑúãëàñíîÒåîðåìà 2.1.3, N (B�1v) � 24nm log(m + 1), êúäåòî n = 2N1 � 1; m = 2N2 � 1 èN = nm. Ñëåäîâàòåëíî(2.4.33) N PCG=FASVit (A�1b) � 24N logpN + 23N :Îò òóê, êàòî ñå îò÷åòå, ÷å �(B�1A) íå çàâèñè îò N ñëåäâà, ÷å ïðåäëîæåíèÿò ïðåîáóñ-ëîâèòåë å ïî÷òè îïòèìàëåí.2.4.3 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè�àçãëåæäà ñå ãðàíè÷íà çàäà÷à íà Äèðèõëå â åäèíè÷íèÿ êâàäðàò, àñîöèèðàíà ñah(u; v) = Xe2!h Ze 2Xi=1 ai(y1; y2) �u�yi �v�yidy ; 
 = (0; 1)2 :Çà ïîëó÷àâàíåòî íà äèñêðåòíàòà ñèñòåìà çà íåêîí�îðìíè ÊÅ ñå èçïîëçâà íàêëîíåíàìðåæà. Âúâåæäà ñå ñïîìàãàòåëíà çàäà÷à ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè, äå�èíèðàíà÷ðåç áèëèíåéíàòà �îðìà(2.4.34) a�h(u; v) = Z!h �b1(y1) �u�y1 �v�y1 + b2(y2) �u�y2 �v�y2� dy ;êúäåòî êîå�èöèåíòèòå bi(yi); i = 1; 2 ñå îïðåäåëÿò ÷ðåçb1(y1) = Z 10 1a1(y1; y2) + 2a2(y1; y2) dy2 ;b2(y2) = Z 10 2a1(y1; y2) + 1a2(y1; y2) dy1 :



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 75Êîíñòàíòèòå 1 è 2 ñå èçáèðàò òàêà, ÷å äà ñå ïîëó÷è äå�èíèðàíèÿ ïî-ãîðå ïðåîáóñ-ëîâèòåë. Çà MP òå ñà 1 = 5, 2 = �1, à çà MV ñà 1 = 5, 2 = 1. Ñïîìàãàòåëíàòàçàäà÷à (2.4.34) ñå äèñêðåòèçèðà ÷ðåç ÌÊ� âúðõó íîðìàëíî îðèåíòèðàíà ðàâíîìåðíàìðåæà. Ñúîòâåòíàòà ñèñòåìà ñå ðåøàâà ÷ðåç FASV.Ïî-äîëó ñå ïðåäñòàâÿò ðåçóëòàòè çà ñëåäíèòå ÷åòèðè òåñòîâè ïðèìåðà:Ïðèìåð 1. a1(y1; y2) � 1, a2(y1; y2) � ";Ïðèìåð 2. a1(y1; y2) = a2(y1; y2) = 1 + " exp(y1 + y2);Ïðèìåð 3. a1(y1; y2) = a2(y1; y2) = 1 + "2 sin(2�(y1 + y2));Ïðèìåð 4. a1(y1; y2) = 1 + " exp(y1 + y2), a2(y1; y2) = 1 + "2 sin(2�(y1 + y2)).Ïúðâèÿò ïðèìåð å àíèçîòðîïíàòà çàäà÷à ñ ïîñòîÿííè êîå�èöèåíòè îò ìîäåëíèÿàíàëèç, à äðóãèòå òðè ñà ñ ïðîìåíëèâè êîå�èöèåíòè. Âòîðèÿò ïðèìåð å ïðåäñòàâèòåëíà çàäà÷èòå ñ ïëàâíî ïðîìåíÿùè ñå ìîíîòîííè êîå�èöèåíòè, à òðåòèÿò å ñ îñöèëè-ðàùè êîå�èöèåíòè. Ïðèìåð 4 å âçåò îò R. Chan, T. Chan [33℄ è å èçïîëçâàí êàòîìîäåëíà òåñòîâà çàäà÷à â ìíîæåñòâî ñòàòèè èçëåçëè îò ïå÷àò ñëåä òîâà.Êðèòåðèÿò çà ñïèðàíå íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ å (B�1rNit; rNit)(B�1r0; r0) < 10�6, êúäåòî ñB å îçíà÷åí ïðåîáóñëîâèòåëÿò, à ñ rj � ðåçèäóàëúò íà j-òàòà ñòúïêà íà PCG. Êàòîìÿðêà çà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò, â òàáëè÷íà �îðìà ñå ïðåäñòàâÿ áðîÿò íà èòåðàöèèòåNit çà ïðîìåíÿù ñå ìðåæîâ ïàðàìåòúð h = 1n+ 1 è íàáîð îò ñòîéíîñòè íà ". È â äâåòåòàáëèöè * îçíà÷àâà, ÷å ñúîòâåòíèÿò ïðåîáóñëîâèòåë íå å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåí.Òàáëèöà 2.8: Áðîé íà èòåðàöèèòå íà PCG çà Ïðèìåð 1.MP MV" n n 15 31 63 127 15 31 63 1271:0 6 6 5 5 6 6 5 50:5 14 14 14 13 10 10 10 100:25 37 48 48 48 17 17 17 170:21 55 94 116 122 19 19 19 190:1 * * * * 30 31 31 310:01 * * * * 63 98 109 116Çà Ïðèìåð 1. (Òàáëèöà 2.8), ñëó÷àÿò " = 1 å óðàâíåíèåòî íà Ïîàñîí. Âèæäàñå, ÷å ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íå çàâèñè îò ðàçìåðíîñòòà íà äèñêðåòíàòà çàäà÷à.Ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè èëþñòðèðàò òåîðåòè÷íèòå îöåíêè, à èìåííî êîëêîòî ïî-áëèçî å " äî 15 çà MP è äî 0 çà MV, òîëêîâà ïî-ãîëÿì å áðîÿò íà èòåðàöèèòå.Òàáëèöà 2.9 çà îñòàíàëèòå òðè ïðèìåðà å ñ ïîäîáåí �îðìàò, íî òóê " íå å ïàðà-



76 Ïðåêè ìåòîäè çà åëèïòè÷íè çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÒàáëèöà 2.9: Áðîé íà èòåðàöèèòå íà PCG.Ïðèìåð 2. Ïðèìåð 3. Ïðèìåð 4.n n " 0:0 0:01 0:1 1:0 0:0 0:01 0:1 1:0 0:0 0:01 0:1 1:0MP15 6 6 7 9 6 6 6 12 6 6 9 *31 6 6 7 9 6 6 6 13 6 6 10 *63 5 5 7 9 5 5 6 13 5 6 10 *127 5 5 7 9 5 5 6 12 5 6 10 *255 4 5 6 9 4 5 6 12 4 5 10 *MV15 6 6 7 9 6 6 7 13 6 6 8 2431 6 6 7 9 6 6 6 13 6 6 8 3163 5 5 7 9 5 5 6 13 5 6 8 34127 5 5 7 9 5 5 6 13 5 5 8 36255 4 5 7 9 4 5 6 13 4 5 8 37ìåòúð íà àíèçîòðîïèÿ. Ïðè " = 0:0 îòíîâî ñå ïîëó÷àâà óðàâíåíèå íà Ïîàñîí è áðîÿòíà èòåðàöèèòå å ñúùèÿ êàòî â Ïðèìåð 1. Ìàëêî ïî-ãîëåìèòå ñòîéíîñòè íà Nit çà" > 0 ñå îáÿñíÿâàò ñ óâåëè÷àâàíåòî íà âàðèàöèÿòà íà êîå�èöèåíòèòå. Â ñëó÷àÿ íàíàé-ñèëíî îñöèëèðàùè êîå�èöèåíòè çà èçîòðîïíè çàäà÷è, èìåííî ñëó÷àÿ " = 1 çàÏðèìåð 3, áðîÿò íà èòåðàöèèòå å íàé-ãîëÿì è çà äâàòà MP è MV àëãîðèòúìà.Çà ïîñëåäíèÿ ïðèìåð ïîâåäåíèåòî íà Nit å ïîäîáíî, êîãàòî " < 1. Â ñëó÷àÿ " =1 ïúðâèÿò àëãîðèòúì å íåïðèëîæèì, çàùîòî ïðåîáóñëîâèòåëÿò íå å ïîëîæèòåëíîîïðåäåëåí. Âòîðèÿò àëãîðèòúì ðàáîòè, íî áðîÿò íà èòåðàöèèòå å 3-4 ïúòè ïî-ãîëÿìîò òîçè çà " = 0:1. Òîâà ïîêàçâà, ÷å êîãàòî îòíîøåíèåòî íà àíèçîòðîïèÿ íå å èçâåñòíîâ ÿâåí âèä, òðÿáâà ìíîãî âíèìàòåëíî äà ñå ïðèëàãà MP.Çàêëþ÷åíèÿòà îò ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè è ìîäåëíèÿ àíàëèç ñà ñëåäíèòå. Ïðåä-ëîæåíèÿò ïî÷òè îïòèìàëåí ïðåîáóñëîâèòåë å å�åêòèâåí çà ãîëåìè çàäà÷è ñ íå ñèëíîèçìåíÿùè ñå êîå�èöèåíòè è ñëàáà àíèçîòðîïèÿ. Â ñëó÷àèòå, êîãàòî åäíîòî èëè èäâåòå óñëîâèÿ íå ñà óäîâëåòâîðåíè, òðÿáâà äà ñå íàïðàâÿò íÿêîè ìîäè�èêàöèè. Åäíàâúçìîæíîñò å äà ñå çàïàçÿò âðúçêèòå ïî íàïðàâëåíèåòî íà ñèëíà àíèçîòðîïèÿ êàêòîå ïðåäëîæåíî â G. Benheva, I. Georgiev, S. Margenov [22℄.



�ëàâà 3Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÒàçè ãëàâà å ïîñâåòåíà íà êîíñòðóèðàíå è èçñëåäâàíå íà ïàðàëåëíè âåðñèè PFASV,PGMF è PGMS íà àëãîðèòìèòå FASV, GMF è GMS, îïèñàíè â �ëàâà 2. Çà âñÿêà îòòÿõ å îòãîâîðåíî íà âúïðîñèòå: ½Êàê ñå ðàçäåëÿò äàííè è èç÷èñëåíèÿ?�, ½Êàêâè êîìó-íèêàöèè ñà íåîáõîäèìè?�, ½Êîëêî äîáúð å êîíñòðóèðàíèÿò àëãîðèòúì?�. Çà PFASV èPGMS ñà ðàçðàáîòåíè äâå âåðñèè íà ïàðàëåëåí SRHS, îçíà÷åíè ñ PSRHSF è PSRHSG,âñÿêà îò êîèòî å îïèñàíà ïðè ñúîòâåòíèÿ àëãîðèòúì. Ïîëó÷åíè ñà òåîðåòè÷íè îöåí-êè çà ïàðàëåëíèòå âðåìåíà è óñêîðåíèå è å íàïðàâåíî ñðàâíåíèå íà òåçè îöåíêè çàòðèòå àëãîðèòúìà âúðõó òðè îò íàé-÷åñòî èçñëåäâàíèòå ïàðàëåëíè àðõèòåêòóðè �ïðúñòåí, äâóìåðíà ìðåæà è õèïåðêóá. Â êðàÿ íà ãëàâàòà ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòèîò ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ïðîâåäåíè âúðõó ÷åòèðè ïàðàëåëíè ñèñòåìè � Parma,Grendel, Beowulf è Blue (âæ. ñåêöèÿ 1.3) è å ñðàâíåíî ïîâåäåíèåòî íà èçñëåäâàíèòåàëãîðèòìè, êàêòî ïîìåæäó èì, òàêà è ïî îòíîøåíèå íà ìàøèíèòå.�åçóëòàòèòå ïðåäñòàâåíè â òàçè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â [19, 20, 21℄.3.1 Ïàðàëåëåí áúðç àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðî-ìåíëèâèòåÄà ïðåäïîëîæèì, ÷å èìàìå Np = 2np ïðîöåñîðà, ò.å. èñêàìå äà ðàçäåëèì çàäà÷àòà íàNp çàäàíèÿ èçïúëíÿâàùè ñå åäíîâðåìåííî, êàòî np � l�1; m = 2l�1. Âèäÿõìå, ÷å íàâñÿêà îò ñòúïêèòå k íà ïðàâèÿ è îáðàòíèÿ õîä íàÀëãîðèòúì FASV (âæ. ñåêöèÿ 2.1)ñå ðåøàâàò íåïúëíî ðàçëè÷åí áðîé ñïåöèàëíî êîíñòðóèðàíè ñèñòåìè. Ñ óâåëè÷àâàíåíà èíäåêñà k áðîÿò íà òåçè ñèñòåìè íàìàëÿâà íà ïîëîâèíà, à ðàçìåðíîñòòà èì ñå77



78 Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèóâåëè÷àâà äâà ïúòè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å â îïðåäåëåí ìîìåíò áðîÿò íà ñèñòåìèòå ùåñòàíå ïî-ìàëúê îò Np, à áëî÷íèÿò èì ðåä � ïî-ãîëÿì îò LSTRIP = 2l�np. Ïî òàêúâíà÷èí ïðàâèÿò è îáðàòíèÿò õîä åñòåñòâåíî ñå ðàçäåëÿò íà äâà åòàïà.Âúç îñíîâà íà òåçè íàáëþäåíèÿ, ãåíåðèðàìå íà÷àëíèòå äàííè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:Îáëàñòòà ñå ðàçäåëÿ íà Np õîðèçîíòàëíè èâèöè ñ ïðèáëèçèòåëíî ðàâíà äúëæèíà,èìåííî LSTRIP çà ïúðâèòå Np�1 è LSTRIP �1 çà ïîñëåäíàòà. Òå ñúîòâåòñòâàò íàõîðèçîíòàëíè áëîêîâå îò ñèñòåìàòà Ax = f . Âñåêè ïðîöåñîð ñúäúðæà öåëèòå ìàòðèöèT è B (ïàçÿò ñå ñàìî íåíóëåâèòå äèàãîíàëè) è åëåìåíòèòå îò äÿñíàòà ñòðàíà f çà åäíàèâèöà.Ïðàâ õîä. Íà ïúðâèòå l�np ñòúïêè âñè÷êè ïðîöåñîðè ðàáîòÿò, ðåøàâàéêè 2l�k�npñèñòåìè ñ ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò ÷ðåç SRHS. Çà äà ñå îáðàçóâà âåêòîðúò f (k) çà ñëåäâà-ùàòà ñòúïêà (âæ. (2.1.17)), íå ïîâå÷å îò åäíà áëî÷íà êîìïîíåíòà íà ðåøåíèåòî òðÿáâàäà ñå èçïðàòè íà íå ïîâå÷å îò åäèí ïðîöåñîð. Èìåííî, âñåêè ïðîöåñîð Pi ; (i 6= 0) èç-ïðàùà ïúðâàòà êîìïîíåíòà íà ðåøåíèåòî íà Pi�1.Íà âñÿêà îò ñëåäâàùèòå ñòúïêè k = l� np+ 1; l� 1, áëî÷íèÿò ðåä íà A(k;s)x(k;s) =f (k;s) å ïî-ãîëÿì îò LSTRIP , à îáùèÿò áðîé íà òåçè ñèñòåìè å ïî-ìàëúê îò Np. Òîâàîçíà÷àâà, ÷å àêî ñå èçïîëçâà îòíîâî ïîñëåäîâàòåëåí SRHS, ÷àñò îò ïðîöåñîðèòå ùå ñàáåç ðàáîòà èëè ùå ñå äóáëèðàò èç÷èñëåíèÿ áåç äà ñå ïîäîáðÿâà ïðîèçâîäèòåëíîñòòà.Ïî-òî÷íî, íà âñÿêà ñòúïêà k + 1 ùå îñòàâàò áåç ðàáîòà ïîëîâèíàòà îò ïðîöåñîðèòå,ðàáîòèëè íà ñòúïêà k, à âñåêè îò îñòàíàëèòå ùå ðåøàâà ãîëÿìà ñèñòåìà ïîñëåäî-âàòåëíî. Çà äà ñå ïðåîäîëåå òîçè ïðîáëåì, ñå ðåàëèçèðà ïàðàëåëíî è ÀëãîðèòúìSRHS (PSRHSF). Ïðîöåñîðèòå ñå ðàçäåëÿò íà ãðóïè, êàòî âñÿêà îò òÿõ ðåøàâà íå-ïúëíî ïî åäíà ñèñòåìà ñ A(k;s). Âñÿêà ãðóïà ñå ñúñòîè îò ïðîöåñîðè ñ ïîñëåäîâàòåëíèèíäåêñè. Ïðîöåñîðúò ñ íàé-ìàëúê íîìåð â ãðóïàòà íàðè÷àìå êîðåí. Èñêàìå â êîðåíàäà ñå àêòóàëèçèðàò íåíóëåâèòå áëîêîâå íà äÿñíàòà ñòðàíà çà ñëåäâàùàòà ñòúïêà è äàñå âúçñòàíîâÿâàò íåîáõîäèìèòå êîìïîíåíòè íà ðåøåíèåòî. Çà âñÿêà ñëåäâàùà ñòúïêàk + 1 ñå îáåäèíÿâàò ïî äâå îò ãðóïèòå íà ñòúïêà k è ïîëîâèíàòà îò êîðåíèòå ñïèðàòäà ñà òàêèâà.Ïðèìåð: Ïðè l = 4; m = 24 � 1 = 15; Np = 8, íåíóëåâèòå áëîêîâå íà f (k); k =1; : : : ; 4 ñå àêòóàëèçèðàò îò ïðîöåñîðèòå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:P0 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P71 : f (1)1 f (1)2 f (1)3 f (1)4 f (1)5 f (1)6 f (1)7 f (1)8 f (1)9 f (1)10 f (1)11 f (1)12 f (1)13 f (1)14 f (1)152 : f (2)2 f (2)4 f (2)6 f (2)8 f (2)10 f (2)12 f (2)14P0 P2 P4 P63 : f (3)4 f (3)8 f (3)12P0 P44 : f (4)8 P0



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 79Ñ âåðòèêàëíè ÷åðòè ñà ðàçäåëåíè áëîêîâåòå ïî ïðîöåñîðè Pi çà âñÿêà ñòúïêà. Íàñòúïêà 1 ñà ðàáîòèëè âñè÷êè ïðîöåñîðè ðåøàâàéêè ïî åäíà ñèñòåìà ÷ðåç SRHS, ò.å.âñåêè îò òÿõ ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå êàòî êîðåí. Íà ñòúïêà 2 ïðîöåñîðèòå ñå ãðóïèðàòïî äâà ðåøàâàéêè ïî åäíà ñèñòåìà ÷ðåç PSRHSF, êàòî åäèíèÿò ïðåñòàâà äà å êîðåí.Íà ñòúïêà 3 ñå îáåäèíÿâàò äâå ñúñåäíè ãðóïè, ò.å. 4 ïðîöåñîðà ñ ïîñëåäîâàòåëíèèíäåêñè, êàòî áðîÿò íà êîðåíèòå íàìàëÿâà íà ïîëîâèíà è ò.í. Êîðåíúò â íîâàòà ãðóïàòðÿáâà äà àêòóàëèçèðà íåíóëåâèòå áëîêîâå íà f (k) çà ñëåäâàùàòà ñòúïêà.Ñàìî ïðîöåñîðèòå, êîèòî ½ñïèðàò� äà ñà êîðåíè, ñúäúðæàò ÷àñòèòå îò f (k), íå-îáõîäèìè çà ïðåñìÿòàíåòî íà íåíóëåâèòå áëîêîâå íà f (k+1). Ïî-òî÷íî, âñåêè îò òÿõñúäúðæà ïî åäèí íåíóëåâ áëîê çà f (k+1) ïðåäè àêòóàëèçàöèÿòà ìó. Òàêà îñâåí êîì-ïîíåíòàòà íà ðåøåíèåòî, âñåêè îò òÿõ òðÿáâà äà èçïðàòè ïî åäèí áëîê îò f (k) íàïðîöåñîðà, êîéòî ùå áúäå êîðåí çà íåãîâàòà ãðóïà íà ñòúïêà k + 1. Òîçè ïúò êîìó-íèêàöèèòå ñà ìåæäó ïðîöåñîðè ñ íîìåðà, ðàçëè÷àâàùè ñå ñúñ ñòåïåí íà äâîéêàòà.Â ïðèìåðà ïî-ãîðå, êîãàòî P3 ½ñïðå� äà å êîðåí, òîé òðÿáâà äà èçïðàòè f2l�1 íà P2.Êîãàòî P2 ½ñïðå�, òîé òðÿáâà äà èçïðàòè ïðîìåíåíèÿ ÷ëåí f2l�1 íà P0. Ïðàâèÿò õîäïðèêëþ÷âà çà l � 1 ñòúïêè.Îáðàòíèÿò õîä ñå èçïúëíÿâà çà l ñòúïêè, îòíîâî ðàçäåëåíè íà äâà åòàïà. Âïúðâèòå np ñòúïêè, ò.å. çà k = l; : : : ; l � np + 1, ñå èçïîëçâà ïàðàëåëåí SRHS, à âîñòàíàëèòå � ïîñëåäîâàòåëåí, êàòî íà âñÿêà ñòúïêà ñå âúçñòàíîâÿâàò ÷àñò îò êîìïî-íåíòèòå íà ðåøåíèåòî íà èçõîäíàòà çàäà÷à. Íà ïúðâèÿ åòàï ïðîöåñîðèòå îò âñÿêàãðóïà íà ñòúïêà k, ðåøàâàùè åäíà ñèñòåìà ÷ðåç PSRHSF, ñå ðàçäåëÿò íà äâå ãðóïèçà ñòúïêà k+1. Áðîÿò íà êîðåíèòå ñå óâåëè÷àâà äâà ïúòè. Âñåêè êîðåí âúçñòàíîâÿâàïî åäíà êîìïîíåíòà íà ðåøåíèåòî íà èçõîäíàòà çàäà÷à è òðÿáâà äà ãî èçïðàòè íà÷àñò îò êîðåíèòå çà ñëåäâàùèòå ñòúïêè.Ïðèìåð: Ïðè l = 4; m = 24 � 1 = 15; Np = 8, íà âñÿêà ñòúïêà k = 4; : : : ; 1 ñåòúðñÿò x(2s�1)2k�1 çà s = 1; 2; : : : ; 24�k. �åøåíèåòî ñå âúçñòàíîâÿâà íà ÷àñòè ïî ñëåäíèÿíà÷èí: 4 : x083 : x04 � x4122 : x02 � x26 � x410 � x6141 : x01 � x13 � x25 � x37 � x49 � x511 � x613 � x715P0 P1 P2 P3 P4 P5 P8 P7Ñèìâîëúò � îçíà÷àâà, ÷å ñúîòâåòíàòà êîìïîíåíòà âå÷å å íàìåðåíà, ãîðíèÿò èíäåêñïîêàçâà íîìåðà íà ïðîöåñîðà, êîéòî ÿ èç÷èñëÿâà, à ñ âåðòèêàëíè ÷åðòè ñà ðàçäåëåíèäàííèòå êàêòî ñà ïî ïðîöåñîðè çà ñúîòâåòíîòî k.Íà ïúðâàòà ñòúïêà êîìïîíåíòàòà x2l�1 íà ðåøåíèåòî ñå èç÷èñëÿâà îò P0. Êîìïî-



80 Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèíåíòàòà x2l�1 å íåîáõîäèìà, çà äà ñå èç÷èñëÿò x2l�2 è x3:2l�2 è òÿ òðÿáâà äà ñå èçïðàòèíà P4. Îñâåí òîâà òÿ òðÿáâà äà ñå èçïðàòè è íà P2 è P3, çàùîòî ñå èçïîëçâà çà ïðåñìÿ-òàíå íà äåñíèòå ñòðàíè íà ñèñòåìèòå çà èç÷èñëÿâàíå íà êîìïîíåíòèòå x3:2l�3 è x7:2l�4 .Íà ñëåäâàùàòà ñòúïêà êîìïîíåíòèòå x2l�2 è x3:2l�2 ñå íàìèðàò ñúîòâåòíî îò êîðåíè-òå P0 è P4. Òå ñå ðàçïðàùàò ïî ïîäîáåí íà÷èí, íî â ãðóïè îò ïî 2np�1 ïðîöåñîðà.Òàêà, îñâåí êîìóíèêàöèèòå â PSRHSF, å íåîáõîäèìî ãðóïè îò ïðîöåñîðè äà ïîëó-÷àò ïî åäèí âåêòîð ñ äúëæèíà n. Ïî-òî÷íî, âúâ âñÿêà ãðóïà îò 2np�i ïðîöåñîðà (ñïîñëåäîâàòåëíè èíäåêñè) çà ñúîòâåòíàòà ñòúïêà i, êúäåòî i = 0; : : : ; np � 1, ïðîöåñî-ðúò ñ íàé-ìàëúê íîìåð sr âúçñòàíîâÿâà åäíà êîìïîíåíòà íà ðåøåíèåòî. Ñëåä òîâàêîðåíúò ÿ èçïðàùà (ò.å. 1 âåêòîð ñ äúëæèíà n) äî np � i îò îñòàíàëèòå ïðîöåñîðèâ ãðóïàòà, ÷èèòî íîìåðà dest ñå îïðåäåëÿò ÷ðåç �îðìóëèòå: dest = sr + 2np�i�1 èdest = sr+2np�i�1�2j çà j = 0; : : : ; np�i�2. Ñëåä ñòúïêà l�np+1 íà îáðàòíèÿ õîä,âñåêè ïðîöåñîð ñúäúðæà íåîáõîäèìèòå ìó äàííè çà íàìèðàíå íà îñòàíàëàòà ÷àñò îòðåøåíèåòî. Òàêà íà ñòúïêè îò l � np äî 1 íå ñà íåîáõîäèìè íèêàêâè êîìóíèêàöèè.Ïàðàëåëíàòà âåðñèÿ íà FASV îïèñàíà äîòóê ñå çàïèñâà ñúêðàòåíî êàêòî ñëåäâà:Àëãîðèòúì PFASVÑòúïêà 1. Ïðàâ õîä:for k = 1 to l � npðåøàâàò ñå 2l�k�np ñèñòåìè ñ A(k;s) ÷ðåç SRHS;êîìóíèêàöèè one_to_one: 1 âåêòîð îò ðåä n çà ïðåñìÿòàíå íà f (k+1);end {öèêúë ïî k}for k = l � np + 1 to l � 1ðåøàâà ñå 1 ñèñòåìà ñ A(k;s) ÷ðåç PSRHSF;êîìóíèêàöèè one_to_one: 2 âåêòîðà îò ðåä n çà ïðåñìÿòàíå íà f (k+1);end {öèêúë ïî k}Ñòúïêà 2. Îáðàòåí õîä:for k = l downto l � np + 1 (i = l � k + 1)ðåøàâà ñå 1 ñèñòåìà ñ A(k;s) ÷ðåç PSRHSF;êîìóíèêàöèè one_to_one: 1 âåêòîð îò ðåä n íà np � i ïðîöåñîðà;end {öèêúë ïî k}for k = l � np downto 1ðåøàâàò ñå 2l�k�np ñèñòåìè ñ A(k;s) ÷ðåç SRHS;ÍßÌÀ êîìóíèêàöèèend {öèêúë ïî k}Êðàé {PFASV}.



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 81Ïàðàëåëåí SRHS (PSRHSF). Âõîäíèòå è èçõîäíèòå äàííè ïðè êîíñòðóèðàíåòîíà PSRHSF ñà ñúîáðàçåíè ñ èçèñêâàíèÿòà íà PFASV. Íà âñÿêà îò ñòúïêèòå ïðîöåñî-ðèòå ñå îáåäèíÿâàò ïî eP , çà äà ðåøàâàò ïàðàëåëíî åäíà ñèñòåìà ÷ðåç PSRHSF. Âúââñÿêà ãðóïà èìà 1 ïðîöåñîð (êîðåí), ñúäúðæàù äÿñíàòà ñòðàíà, à âñè÷êè ïðîöåñîðèèìàò ìàòðèöèòå A(k;s). Ñëåä ïðèêëþ÷âàíå íà ðàáîòàòà, êîðåíúò òðÿáâà äà èìà âñè÷-êè òúðñåíè êîìïîíåíòè íà ðåøåíèåòî. Ñòúïêà 2 íà SRHS ïðåäñòàâëÿâà ðåøàâàíåíà nk = 2k � 1 íåçàâèñèìè òðèäèàãîíàëíè ñèñòåìè è ñå èçâúðøâà ïàðàëåëíî. Çà äàìîæå âñåêè îò ïðîöåñîðèòå â ãðóïàòà äà ðåøè em = nkeP òàêèâà ñèñòåìè, òîé òðÿáâàäà èìà íóæíèòå äàííè. Òîâà ñà ÷àñò ñ äúëæèíà em îò âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè èîò íåîáõîäèìèòå ed � d + r êîìïîíåíòè íà âñè÷êè ñîáñòâåíè âåêòîðè íà ìàòðèöàòàB(s)k ñúîòâåòñòâàùà íà A(k;s). Òúé êàòî âñåêè ïðîöåñîð ñúäúðæà öÿëàòà ìàòðèöà B,òîé ìîæå äà íàìåðè âñè÷êèòå ìó íåîáõîäèìè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè è âåêòîðè â ïîä-ãîòâèòåëíèÿ åòàï çà èçïúëíåíèå íà PFASV. Êîðåíúò èçïðàùà íåíóëåâèòå áëîêîâåíà äÿñíàòà ñòðàíà íà âñåêè îò îñòàíàëèòå ïðîöåñîðè â ãðóïàòà. Ñëåä òîâà âñåêè ïðî-öåñîð Ps èçïúëíÿâà Ñòúïêè 1, 2 è 3 íà SRHS ñ em âìåñòî ñ m è ñúñ ñâîèòå äàííèqPsi ; �Psi ; �Psi ; �Psi . Ïî òîçè íà÷èí Ps íàìèðà ÷àñòè xPsj îò íåîáõîäèìèòå r êîìïîíåíòèíà ðåøåíèåòî xj = eP�1Xs=0 xPsj çà j = j 01; j 02; : : : ; j 0r. Îòíîâî ñå èçâúðøâàò êîìóíèêàöèèìåæäó ïðîöåñîðèòå, çà äà ñå ñúáåðàò xj; j = j 01; j 02; : : : ; j 0r â êîðåíà.Òàêà ïðåäëîæåíàòà ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ íà SRHS çàïèñâàìå íàêðàòêî âúâ âèäà:Àëãîðèòúì PSRHSFÑòúïêà 0: Íàìèðàíå íà f�ignki=1 è íà íåîáõîäèìèòå ed � d+r êîìïîíåíòè fqi;jg,j 2 fj1; : : : ; jdg [ fj 01; : : : ; j 0rg îò âñè÷êè ñîáñòâåíè âåêòîðè fqignki=1 íàòðèäèàãîíàëíàòà ìàòðèöà B(s)k (ïðåäâàðèòåëåí åòàï);Ñòúïêà 1: Êîìóíèêàöèè:one_to_all broadast çà fj; j = j1; : : : ; jd;Ñòúïêà 2: Èçïúëíÿâàò ñå Ñòúïêè 1, 2 è 3 íà SRHS ñ em = nkeP èqPsi ; �Psi ; �Psi ; �Psi , êàòî ñå íàìèðàò xPsj , j = j 01; j 02; : : : ; j 0r ;Ñòúïêà 3: Êîìóíèêàöèè:all_to_one redue çà xPsj : xj = eP�1Xs=0 xPsj , j = j 01; j 02; : : : ; j 0rÊðàé {PSRHSF}.



82 Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè3.2 Ïàðàëåëíè ìàðø àëãîðèòìèÄà ðàçãëåäàìå íàé-íàïðåä êàê GMS (âæ. ñåêöèÿ 2.2) ìîæå äà ñå ðàçäåëè íà ìàëêèçàäàíèÿ, êîèòî ñå èçïúëíÿâàò åäíîâðåìåííî. Íà âñÿêà îò ñòúïêèòå ìó èìà ãðóïà îòíåçàâèñèìè ñèñòåìè, êîèòî ìîãàò äà ñå ðåøàâàò ïàðàëåëíî. ÇàÑòúïêà 1 èÑòúïêà 3òîâà ñà p áëî÷íè óðàâíåíèÿ ñ ìàòðèöè A(k)s îò ðåä kn (k áëîêà îò ðåä n). Â Ñòúïêà 2òðèäèàãîíàëíèòå ñèñòåìè (�i In+T )�i = �i; i = 1; : : : ; m îò ðåä n ìîãàò äà ñå ðàçãëåæ-äàò êàòî îòäåëíè çàäàíèÿ. È â äâàòà ñëó÷àÿ å íåîáõîäèìà öÿëàòà ìàòðèöà T . Çà âñÿêîîò çàäàíèÿòà â ïúðâàòà ãðóïà å íåîáõîäèìà îùå è ñúîòâåòíàòà ÷àñò îò ìàòðèöàòà B,äîêàòî çà âòîðàòà äîïúëíèòåëíèòå äàííè ñà íÿêîè îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà B è÷àñòè îò ñîáñòâåíèòå �è âåêòîðè (çà äà ñå ïðåñìåòíàò äåñíèòå ñòðàíè). Âçåìàéêè ïðåäâèä ãîðíîòî, ðàçäåëÿìå äàííèòå è èç÷èñëåíèÿòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Îòíîâî ïðåäïî-ëàãàìå, ÷å èìàìå Np = 2np ïðîöåñîðà, íîìåðèðàíè ñ P0; P1; : : : ; PNp�1. Äîïóñêàìåîùå, ÷å Np � p è íÿìà íóæäà äà ñå ðåàëèçèðà ïàðàëåëíî Àëãîðèòúì SM. Êàêòî èïðè PFASV, ðàçäåëÿìå íà÷àëíèòå äàííè íà Np èâèöè ñ äúëæèíà LSTRIP = 2l�npçà ïúðâèòå Np � 1 è LSTRIP � 1 çà ïîñëåäíàòà (m = 2l � 1 = p(k + 1) � 1). Äâåèâèöè ñ îáùà ãðàíèöà ñå ñúäúðæàò â ïðîöåñîðè ñ ïîñëåäîâàòåëíè èíäåêñè. Âñåêè îòPi; i = 0; : : : ; Np� 1 ñúäúðæà öåëèòå ìàòðèöè T è B è i-òèÿ áëîê íà f . Òàêà Pi ìîæåäà ðåøè pNp ñèñòåìè ñ A(k)s è äà ïðåñìåòíå (íà ïîäãîòâèòåëíèÿ åòàï) íåîáõîäèìèòåìó ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè è âåêòîðè. Òîâà ðàçäåëÿíå å äîñòàòú÷íî ñúùî è çà PGMF.Âðúçêèòå ìåæäó óðàâíåíèÿòà îò ïúðâîíà÷àëíàòà ñèñòåìà ñà â áëîêîâåòå eA1;2 èeA2;1 íà ïðåíàðåäåíàòà ìàòðèöà eA = f eAi;jg2i;j=1. Çà äà ñå ïðåñìåòíàò ñúîòâåòíèòåäåñíè ÷àñòè â Ñòúïêà 1 è Ñòúïêà 3 òðÿáâà äà ñå èçâúðøàò óìíîæåíèÿ îò âèäàìàòðèöà � âåêòîð ñ eA1;2 è eA2;1. Êàê èçãëåæäàò òåçè áëîêîâå? Íà Ôèãóðà 3.1 å ïî-êàçàíà ñòðóêòóðàòà íà ìàòðèöèòå A è eA è ðàçïðåäåëåíèåòî íà åëåìåíòèòå èì ìåæäóïðîöåñîðèòå â ñëó÷àÿ p = 8; k = 3; m = p(k + 1); Np = 4. Ñ � å îçíà÷åí íåíóëåâ áëîêîò ðåä n. Èíäåêñèòå íà åëåìåíòèòå â eA ñà èçâåñòíè è ïðè ðåàëèçàöèÿòà íà àëãîðè-òúìà íå å íåîáõîäèìî äà ñå ïàçÿò áëîêîâåòå íà ïðåíàðåäåíàòà ìàòðèöà � çàòîâà åïðåäñòàâåíà è èçõîäíàòà ìàòðèöà A. Çà eA çíàåì, ÷å eA1;1 è eA2;2 ñà áëî÷íî äèàãîíàëíè,êàòî eA1;1 èìà p íåíóëåâè áëîêà îò ðåä kn, à ïðè eA2;2 òå ñà p � 1 íà áðîé è ñà îòðåä n. Ïî òàçè ïðè÷èíà, ìàòðèöèòå eA1;2 è eA2;1 èìàò ñúîòâåòíî p � (p � 1) áëîêà îòðåä kn � n è (p � 1) � p áëîêà îò ðåä n� kn. Â eA1;2 âñåêè ñòúëá èìà íå ïîâå÷å îò 2íåíóëåâè áëîêà îò ðåä n, à ïðè eA2;1 òîâà å â ñèëà çà ðåäîâåòå. Òîãàâà çà ïðåñìÿòàíåíà eA2;1y(1), Pi (i 6= 0) òðÿáâà äà èçïðàòè íà Pi�1 ïúðâàòà êîìïîíåíòà îò ðåä n îòy(1), à ïðè eA1;2x(2), Pi (i 6= Np � 1) èçïðàùà íà Pi+1 ïîñëåäíèÿ áëîê îò x(2). Òàêà è âäâàòà ñëó÷àÿ òðÿáâà äà ñå èçïðàòè åäèí âåêòîð ñ äúëæèíà n íà ïðîöåñîð ñúñ ñúñåäåí



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 83
*

*

*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
* *

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*

*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*

*

P

P

P

P

0

1

2

3

*
*

*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
* *

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*
*

*

*
*

*
*

*

*

*
*

*
*

*
*

*
*

*

*
*

*
**

*
*

*

*
* *

* *

*
*

*
*

*
*

P

P

P

P

P

P
P

0

1

2

3

1

2

3

P
0A eAÔèã. 3.1: Ñòðóêòóðà íà ìàòðèöèòå A è eA è ðàçïðåäåëåíèå ìåæäó ïðîöåñîðèòå âñëó÷àÿ p = 8; k = 3; m = p(k + 1); Np = 4.íîìåð.�àçëèêàòà ìåæäó GMS è GMF ñå ñúñòîè â íà÷èíà íà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà ñäîïúëíåíèåòî íà Øóð, ò.å. â Ñòúïêà 2. Ïðè GMF ñå èçïîëçâà FASV (÷àñò îò ñòúï-êèòå ìó), êîåòî îçíà÷àâà, ÷å çà PGMF å íåîáõîäèì PFASV. Ïðè PGMS ñå èçïîëçâàïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ PSRHSG íà SRHS, ïðè êîÿòî âõîäíèòå è èçõîäíèòå äàííè ñàìàëêî ïî-ðàçëè÷íè îò òåçè â PSRHSF è âîäÿò äî ðàçëè÷íè êîìóíèêàöèè.Âå÷å ñìå ãîòîâè äà ïðåäñòàâèì ñõåìàòè÷íî àëãîðèòìèòå PGMF è PGMS:Àëãîðèòúì PGMÑòúïêà 1: ðåøàâàíå íà pNp ñèñòåìè ñ A(k)s ÷ðåç Àëãîðèòúì SM;êîìóíèêàöèè one_to_one: 1 âåêòîð îò ðåä n;ïðåñìÿòàíå íà ef (2);Ñòúïêà 2: Íåïúëíî ðåøàâàíå íà Abx = bf (âæ. (2.2.28)) ÷ðåç:Àëãîðèòúì PSRHSG (çà PGMS) èëèÀëãîðèòúì PFASV (çà PGMF);Ñòúïêà 3: êîìóíèêàöèè one_to_one: 1 âåêòîð îò ðåä n;ïðåñìÿòàíå íà ef (1);ðåøàâàíå íà pNp ñèñòåìè ñ A(k)s ÷ðåç Àëãîðèòúì SM;Êðàé {PGM}.



84 Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÀëãîðèòúì PFASV áåøå îïèñàí â ïðåäèøíàòà ñåêöèÿ. Ñåãà ùå ñå ñïðåì ïî-ïîäðîáíî íà Àëãîðèòúì PSRHSG. Êàêòî êàçàõìå, òóê âõîäíèòå è èçõîäíèòå äàííèñà ðàçïðåäåëåíè ïî äðóã íà÷èí â ñðàâíåíèå ñ PSRHSF. Â íà÷àëîòî íà Ñòúïêà 2 íàPGMS âñåêè ïðîöåñîð èìà áëîê îò äÿñíàòà ñòðàíà è öåëèòå ìàòðèöè T è B. Íà êðàÿPi ñúäúðæà ãðóïà îò pNp îò òúðñåíèòå êîìïîíåíòè xs(k+1); s = 1; : : : ; p� 1 (çà PNp�1ñà pNp � 1 ). Òîâà âîäè äî äðóãà îðãàíèçàöèÿ íà êîìóíèêàöèèòå.Àëãîðèòúì PSRHSGÑòúïêà 0: Íàìèðàíå íà � = f�igmi=1 è íà íåîáõîäèìèòå ed � d + r êîìïîíåíòèfqi;jg, j 2 fj1; : : : ; jdg [ fj 01; : : : ; j 0rg îò âñè÷êè ñîáñòâåíè âåêòîðè fqigmi=1íà òðèäèàãîíàëíàòà ìàòðèöà B (ïðåäâàðèòåëåí åòàï);Ñòúïêà 1: Íàìèðàíå íà êîå�èöèåíòèòå íà Ôóðèå �i;j ÷ðåç:Èç÷èñëåíèÿ: �(Pr)i;j = d(Pr)Xs=1 qjs;jfi;js, i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; m;Êîìóíèêàöèè: all_to_all redue_satter çà �j;Ñòúïêà 2: ðåøàâàíå íà (�j In + T ) �j = �j; j = 1; : : : ; mNp ;Ñòúïêà 3: âúçñòàíîâÿâàíå íà xj; j = j 01; j 02; : : : ; j 0r ÷ðåç:Èç÷èñëåíèÿ: x(Pr)j = emXi=1 qj;i�i, j = j 01; : : : ; j 0r; em = mNp ;Êîìóíèêàöèè: all_to_all redue_satter çà xjÊðàé {PSRHSG}.È òóê ïðåäïîëàãàìå, ÷å íà ïîäãîòâèòåëíèÿ åòàï âñåêè îò ïðîöåñîðèòå å íàìåðèëíåîáõîäèìèòå ìó êîìïîíåíòè îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè è âåêòîðè. Çà Ñòúïêà 2âñåêè ïðîöåñîð òðÿáâà äà èìà ïî mNp îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè, ò.å. áëîê ñ äúëæèíàmNp îò âåêòîðà � = f�igmi=1. Çà Ñòúïêà 1, ò.å. çà äà ïðåñìåòíå êîå�èöèåíòèòå �i;j,âñåêè ïðîöåñîð ñå íóæäàå îò d(Pr) = dNp êîìïîíåíòè îò âñè÷êè ñîáñòâåíè âåêòîðè.Çà Ñòúïêà 3 íà âñåêè ïðîöåñîð ñà íåîáõîäèìè ïî r êîìïîíåíòè îò mNp ñîáñòâåíèâåêòîðè. Èç÷èñëåíèÿòà è êîìóíèêàöèèòå â Ñòúïêà 1 ñà ñúùèòå, êàêòî àêî òðÿáâàäà ñå èçâúðøè óìíîæåíèå íà ìàòðèöè, ðàçïðåäåëåíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 850BBBB� P0 P1 P2 P3 1CCCCA0BBBB� P0P1P2P3
1CCCCA = 0BBBB� P0 P1 P2 P3 1CCCCA :Fn�d Qd�m Betan�mÒóê ëÿâàòà ìàòðèöà å ðàçäåëåíà íà èâèöè ïî ñòúëáîâå, äÿñíàòà � ïî ðåäîâå è ðå-çóëòàòíàòà ìàòðèöà òðÿáâà äà å ðàçïðåäåëåíà îòíîâî íà èâèöè ïî ñòúëáîâå. Âñåêèïðîöåñîð ïðåñìÿòà ÷àñòèòå �(Pr)i;j îò �i;j è ñëåä òîâà â Pi; i = 0; : : : ; Np � 1 ñå ñú-áèðàò ïî mNp îò �j = XPr �(Pr)j . Íåîáõîäèìèòå êîìóíèêàöèè, îçíà÷åíè ñ all_to_allredue_satter, ñå èçâúðøâàò ïî ñëåäíèÿ íà÷èí � ïúðâî ñå èçïúëíÿâà all_to_oneredue è åäèí ïðîöåñîð ñúäúðæà âñè÷êè �j, à ñëåä òîâà ÷ðåç one_to_all satter ñåèçïðàùàò ñúîòâåòíèòå ãðóïè íà ïðîöåñîðèòå, êîèòî ùå ãè èçïîëçâàò. Çà ñëåäâàùàòàÑòúïêà 2 âñåêè ïðîöåñîð òðÿáâà äà ðåøè mNp íåçàâèñèìè òðèäèàãîíàëíè ñèñòåìèáåç íèêàêâè êîìóíèêàöèè. Òðåòàòà ñòúïêà ñå èçâúðøâà ïîäîáíî íà ïúðâàòà ñ åäèíñ-òâåíàòà ðàçëèêà, ÷å âòîðàòà ìàòðèöà è ðåçóëòàòúò ñåãà ñà âåêòîð-ñòúëáîâå0BBBB� P0 P1 P2 P3 1CCCCA0BBBB� P0P1P2P3
1CCCCA = 0BBBB� P0P1P2P3

1CCCCA :Qr�m Vm XrÎòíîâî ñå íàìèðàò ÷àñòè, òîçè ïúò îò xj è ñëåä òîâà ñ all_to_all redue_satter âñåêèïðîöåñîð ïîëó÷àâà íåîáõîäèìèòå ìó êîìïîíåíòè xj =XPr x(Pr)j . Âñè÷êè êîìóíèêàöèèâ PSRHSG (êàêòî è â PSRHSF) ñà ãëîáàëíè.3.3 Îöåíêè íà ïàðàëåëíèòå âðåìåíà è óñêîðåíèÿÂ òî÷êè 3.1 è 3.2 áÿõà ïðåäëîæåíè òðè ïàðàëåëíè àëãîðèòúìà çà ðåøàâàíå íà çà-äà÷à (1.1.6) ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Òóê ñà ïîëó÷åíè îöåíêè çà âðåìåíàòà çàèç÷èñëåíèÿ è êîìóíèêàöèè çà âñåêè îò òÿõ â îáù âèä è êàòî èëþñòðàöèÿ å ñðàâíåíîïîâåäåíèåòî èì âúðõó òðè àðõèòåêòóðè íà ïàðàëåëíè èç÷èñëèòåëíè ñèñòåìè � ïðúñ-òåí, êâàäðàòíà ìðåæà è õèïåðêóá. Â êðàÿ íà ñåêöèÿòà ñà îáîáùåíè õàðàêòåðèñòèêèòåíà ïðåäëîæåíèòå ïî-ãîðå ìåòîäè.



86 Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÍåêà èìàìå ïàðàëåëíà ñèñòåìà ñ Np = 2np ïðîöåñîðà è íåêà ñà â ñèëà ïðåäïîëî-æåíèÿòà íàïðàâåíè â ò. 1.3.2. Íåêà îñâåí òîâà m+1 = p(k+1); p = 2lp; k+1 = 2lk ; l =lp + lk (l; lp; lk 2 Z). Äîïóñêàìå ñúùî, ÷å ïðîöåñîðè ñúñ ñúñåäíè íîìåðà ñà ñúñåäè è�èçè÷åñêè, ò.å. êîìóíèêàöèèòå ìåæäó òÿõ ñà ëîêàëíè.Ùå ñå ñïðåì íàé-íàïðåä íà PSRHSF è PSRHSG, òúé êàòî ñå ðàçëè÷àâàò ìàëêîåäèí îò äðóã è âñåêè îò àëãîðèòìèòå èçïîëçâà åäíà îò äâåòå ïàðàëåëíè ðåàëèçàöèèíà Àëãîðèòúì SRHS. Íåêà òúðñèì r êîìïîíåíòè íà ðåøåíèåòî íà çàäà÷à îò ðåämn ñ ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò ñ d íåíóëåâè áëîêà, êàòî èçïîëçâàìå Np ïðîöåñîðà. Çàêðàòêîñò, ñ T psfa (Np; m; r; d) è T psga (Np; m; r; d) îçíà÷àâàìå âðåìåíàòà çà èç÷èñëåíèå,à ñ T psfom(Np; m; r; d) è T psgom(Np; m; r; d) � âðåìåíàòà çà êîìóíèêàöèè, ñúîòâåòíî çàPSRHSF è PSRHSG.Èç÷èñëåíèÿ: Â PSRHSF (ñåêöèÿ 3.1) ñå èçâúðøâàò Ñòúïêè 1, 2 è 3 íà SRHS ñmNp âìåñòî ñ m. Êàòî èçïîëçâàìå Òåîðåìà 2.1.2 ïîëó÷àâàìå, ÷åT psfa (Np; m; r; d) = mNp (2(r + d)n + 5n � 4) � ta = NSRHSNp � ta. Ïðè PSRHSG (ñåê-öèÿ 3.2) â Ñòúïêà 1 ñå èçâúðøâàò 2 dNpmn àð. îï. çà ïðåñìÿòàíå íà ñúîòâåòíèòåêîå�èöèåíòè íà Ôóðèå. Â Ñòúïêà 2 âñåêè ïðîöåñîð ðåøàâà mNp ñèñòåìè ëèíåé-íè óðàâíåíèÿ êàòî èçâúðøâà mNp (5n � 4) àð. îï. �åøåíèåòî ñå íàìèðà â Ñòúïêà 3÷ðåç 2r mNpn àð. îï. Îáùî âðåìåòî çà èç÷èñëåíèå íà PSRHSG å T psga (Np; m; r; d) =�2mnNp (r + d) + mNp (5n� 4)� � ta = NSRHSNp � ta. Ñ äðóãè äóìè, â äâàòà ïàðàëåëíè âà-ðèàíòà íà SRHS âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿ å åäíî è ñúùî è å ðàçäåëåíî ïî ðàâíî ìåæäóïðîöåñîðèòå.Êàêâî å ïîëîæåíèåòî ñ êîìóíèêàöèèòå? Ïðè PSRHSF ÷ðåç one_to_all broadastñå èçïðàùàò íåíóëåâèòå êîìïîíåíòè íà äÿñíàòà ñòðàíà, ò.å. d âåêòîðà ñ äúëæè-íà n çà âðåìå b(Np; d:n) (âæ. ò. 1.3.2). Çà äà ñå íàìåðè ðåøåíèåòî, òðÿáâà äà ñåèçâúðøè è all_to_one redue çà r âåêòîðà ñ äúëæèíà n, ò.å. íåîáõîäèìî å âðåìåb(Np; r:n). Ïðè PSRHSG ñå èçâúðøâàò äâå îïåðàöèè all_to_all redue_satter. ÂÑòúïêà 1 ÷ðåç íåÿ ñå èçïðàùàò ÷àñòè îò êîå�èöèåíòèòå íà Ôóðèå � ïúðâî ñå èç-âúðøâà all_to_one redue çà m âåêòîðà, âñåêè ñ äúëæèíà n çà âðåìå b(Np; m:n) èñëåä òîâà one_to_all satter íà ïàêåòè ñúäúðæàùè mNp âåêòîðà ñ äúëæèíà n çà âðå-ìå s(Np; mNpn). Â Ñòúïêà 3 ïî ïîäîáåí íà÷èí ñå ïðåõâúðëÿò ÷àñòè îò ðåøåíèåòî çàâðåìå b(Np; r:n) + s(Np; rNpn). Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å å â ñèëà ñëåäíîòî òâúðäåíèå.



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 87Òåîðåìà 3.3.1 Äâåòå ïàðàëåëíè ðåàëèçàöèè PSRHSF è PSRHSG íà ÀëãîðèòúìSRHS çà ðåøàâàíå íà çàäà÷à îò âèäà (1.1.6) ñ ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò ñ d íåíóëåâèêîìïîíåíòè êàòî ñå òúðñÿò r êîìïîíåíòè íà ðåøåíèåòî èçïîëçâàéêè Np ïðîöåñîðàñå èçïúëíÿâàò ñúîòâåòíî çà âðåìåíà T psf(Np; m; r; d) è T psg(Np; m; r; d), êúäåòîT psf(Np; m; r; d) = T psfa (Np; m; r; d) + T psfom(Np; m; r; d) ;T psg(Np; m; r; d) = T psga (Np; m; r; d) + T psgom(Np; m; r; d) ;T psfa (Np; m; r; d) = T psga (Np; m; r; d) = �2mnNp (r + d) + mNp (5n� 4)� � ta ;T psfom(Np; m; r; d) = b(Np; d:n) + b(Np; r:n) ;T psgom(Np; m; r; d) = b(Np; m:n) + s(Np; mNpn) + b(Np; r:n) + s(Np; rNpn) :Ñ ïîìîùòà íà èçðàçèòå çà âðåìåíàòà b(Np; M) è s(Np; M) ïðåäñòàâåíè â Òàáëè-öà 1.1 ïîëó÷àâàìå, ÷å çà ïðúñòåí, êâàäðàòíà ìðåæà è õèïåðêóá (îçíà÷åíè ñúîòâåòíîñ ãîðíè èíäåêñè r; m; h) ñà â ñèëà îöåíêèòå:T psf; rom (Np; m; r; d) = 2�Np2 � � ts + �Np2 � 1 � tw ;T psg; rom (Np; m; r; d) = 2�Np � 1 + �Np2 �� � ts + �2 + �Np2 � 3� � tw ;T psf;mom (Np; m; r; d) = 4&pNp2 ' � ts + 2&pNp2 ' 1 � tw;T psg;mom (Np; m; r; d) = 4�pNp � 1 + &pNp2 '� � ts + �2 + 2&pNp2 ' 3� � tw;T psf;hom (Np; m; r; d) = 2 logNp � ts + 1 logNp � tw ;T psg;hom (Np; m; r; d) = 4 logNp � ts + (2 + 3 logNp) � tw ;êúäåòî 1 = (d+ r)n; 2 = Np � 1Np (m+ r)n; 3 = (m+ r)n.Áúðç àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå. Êàòî ñå èçïîëçâàò èçðà-çèòå çà T psfa (Np; m; r; d) è T psfom(Np; m; r; d), çà èç÷èñëåíèÿòà è êîìóíèêàöèèòå íàÀëãîðèòúì PFASV ïîëó÷àâàìå (ni = 2i � 1):Ïðàâ õîä � èç÷èñëåíèÿ: Íà ñòúïêè i = 1; : : : ; l� np âñåêè îò ïðîöåñîðèòå ðåøàâà2l�i�np ñèñòåìè ñ áëî÷åí ðåä 2i�1 è ïðåñìÿòà ñúîòâåòíèòå äåñíè ñòðàíè. Àíàëîãè÷íîíà Òåîðåìà 2.1.3 ïîëó÷àâàìå, ÷å íåîáõîäèìèòå çà öåëòà àð. îï. ñàN 1f = l�npXi=1 2l�np�i�(13n� 4)(2i� 1) + 4n� � (13n� 4)(l� np)2l�np � (2l�np � 1)(9n� 4) :



88 Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÇà ñëåäâàùèòå ñòúïêè i = l � np + 1; : : : ; l � 1, ò.å. çà j = 1; : : : ; np � 1 ïðîöåñîðèòåñå ðàçäåëÿò íà 2np�j ãðóïè îò ïî 2j ïðîöåñîðà. Âñÿêà ãðóïà ðåøàâà åäíà ñèñòåìà îòðåä bm = m+ 12np�j � 1 êàòî èçïîëçâà PSRHSF è ïðåñìÿòà ñúîòâåòíèòå äåñíè ñòðàíè.Íåîáõîäèìèòå àð. îï. â òîçè ñëó÷àé ñà:N 2f = np�1Xj=1 �T psfa (2j; bm; 3; 1) + 4n� � (np � 1)�(13n� 4) mNp + 4n� :Îáùî èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà ïðàâèÿ õîä íà PFASV åN pfasvf = N 1f +N 2f � mNp �(l � 1)(13n� 4)� 9n� ;à âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿ å T pfasva;f (Np; m) = N pfasvf � ta.Â àëãîðèòúì PGMF ñå èçâúðøâàò lp = l� lk ñòúïêè i = lk+1; : : : ; l�1 îò ïðàâèÿõîä íà PFASV è èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò â òîçè ñëó÷àé å:N 1f;in = l�npXi=lk+1 2l�np�i�(13n� 4)(2i � 1) + 4n�� (13n� 4)(l � np � lk)2l�np � (2l�np�lk � 1)(9n� 4) ;N 2f;in = np�1Xj=1 �T psfa (2j; bm; 3; 1) + 4n� � (np � 1)�(13n� 4) mNp + 4n� ;N pfasvf;in = N 1f;in +N 2f;in � mNp (l � lk � 1)(13n� 4)� 9 pNpn :Çà âðåìåòî èìàìå T pfasva; f; in(Np; m) = N pfasvf;in � ta.Ïðàâ õîä � êîìóíèêàöèè: Çà ñòúïêè i = 1; : : : ; l� np âñåêè îò Ps; s 6= 0 èçïðàùàíà Ps�1 åäèí âåêòîð ñ äúëæèíà n è âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè ñå îöåíÿâà êàêòî ñëåäâà:T f;1om � l�npXi=1 (ts + n � tw) = (l � np)(ts + n � tw) :Ñúîòâåòíàòà ÷àñò çà PGMF èçèñêâàT f;1om;in � l�npXi=lk+1(ts + n � tw) = (l � np � lk)(ts + n � tw) :Çà ñòúïêè i = l � np + 1; : : : ; l � 1, ò.å. çà j = 1; : : : ; np � 1, îñâåí êîìóíèêàöèèòåâ PSRHSF, âñåêè ïðîöåñîð òðÿáâà äà èçïðàòè 2 âåêòîðà ñ äúëæèíà n (ïî åäíà êîì-ïîíåíòà íà ðåøåíèåòî è íà äÿñíàòà ñòðàíà) íà íåñúñåäåí ïðîöåñîð. Â òîçè ñëó÷àéâðåìåòî çà êîìóíèêàöèè ñå îöåíÿâà ñT f;2om � np�1Xj=1 �T psfom(2j; bm; 3; 1) + 2 oo(2j; n)� :



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 89Îáùî íåîáõîäèìîòî âðåìå çà êîìóíèêàöèè íà ïðàâèÿ õîä åT pfasvom; f(Np; m) = T f;1om + T f;2om� (l � np)(ts + n � tw) + np�1Xj=1 �T psfom(2j; bm; 3; 1) + 2 oo(2j; n)�;T pfasv;inom; f (Np; m) = T f;1om; in + T f;2om� (lp � np)(ts + n � tw) + np�1Xj=1 �T psfom(2j; bm; 3; 1) + 2 oo(2j; n)�:Îáðàòåí õîä � èç÷èñëåíèÿ: Àíàëîãè÷íî íà ïðàâèÿ õîä, çà ñòúïêè i = l; : : : ; l �np + 1 è i = l � np; : : : ; 1 ñà íåîáõîäèìè ñúîòâåòíî N 1b è N 2b àð. îï., êúäåòîN 1b = np�1Xj=1 �T psfa (2j; bm; 1; 2) + 2n�+ T psfa (Np; m; 1; 1) + 2n� mNp �(np � 1)(11n� 4) + (9n� 4)� ;N 2b = l�npXi=1 2l�np�i�(11n� 4)(2i � 1) + 2n�� (11n� 4)(l � np)2l�np � (2l�np � 1)(9n� 4) ;Îáùî èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà îáðàòíèÿ õîä íà PFASV åN pfasvb = N 1b +N 2b � mNp (l � 1)(11n� 4) ;à âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿ å T pfasva;b (Np; m) = N pfasvb � ta.Çà ñòúïêèòå èçïúëíÿâàíè ïðè PGMF ñà íåîáõîäèìè N 1b;in = N 1b èN 2b;in = l�npXi=lk+1 2l�np�i�(11n� 4)(2i � 1) + 2n�� (11n� 4)(l � np � lk)2l�np � (2l�np�lk � 1)(9n� 4)àð. îï. èëè îáùîN pfasvb;in = N 1b;in +N 2b;in � mNp (l � lk � 1)(11n� 4) + 9nm� pNp ;îòêúäåòî âðåìåòî çà èç÷èñëåíèå å T pfasva;b;in(Np; m) = N pfasvb;in � ta.Îáðàòåí õîä � êîìóíèêàöèè: Íà ñòúïêè i = l; : : : ; l� np + 1, ò.å. çà j = 1; : : : ; npåäèí îò ïðîöåñîðèòå âúâ âñÿêà ãðóïà îò 2j ïðîöåñîðà èçïðàùà äî j îò îñòàíàëèòå



90 Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè(íå ñà ìó ñúñåäè), åäèí âåêòîð ñ äúëæèíà n. Îñâåí òîâà ñå èçâúðøâàò è ñúîòâåòíèòåêîìóíèêàöèè îò PSRHSF. Íà îñòàíàëèòå ñòúïêè íÿìà êîìóíèêàöèè. ÑëåäîâàòåëíîT pfasvom;b (Np; m) = T pfasv;inom;b (Np; m) = T b;1om èT b;1om � np�1Xj=1 �T psfom(2j; bm; 1; 2) + j oo(2j; n)�+ T psfom(2np; m; 1; 1) + np oo(2np; n) :Îáîáùàâàìå òåçè ðåçóëòàòè â ñëåäíàòà òåîðåìà.Òåîðåìà 3.3.2 Ïàðàëåëíàòà ðåàëèçàöèÿ íà FASV, ò.å. Àëãîðèòúì PFASV, ñåèçïúëíÿâà çà âðåìå T pfasv(Np; m) = T pfasva (Np; m) + T pfasvom (Np; m), êúäåòîT pfasva (Np; m) = T pfasva;f (Np; m) + T pfasva;b (Np; m) = �24n mNp (l � 1)� 9n mNp� � ta;T pfasvom (Np; m) = T pfasvom;f (Np; m) + T pfasvom;b (Np; m)� (l � np)(ts + n � tw) + T psfom(2np; m; 1; 1) + np oo(2np; n)+ np�1Xj=1 �T psfom(2j; bm; 3; 1) + T psfom(2j; bm; 1; 2) + (2 + j) oo(2j; n)�:Âèæäàìå, ÷å è òóê àðèòìåòè÷íèòå îïåðàöèè ñà ðàçäåëåíè ïî ðàâíî ìåæäó ïðîöå-ñîðèòå. Çà ðàçãëåæäàíèòå àðõèòåêòóðè, ïðúñòåí, êâàäðàòíà ìðåæà è õèïåðêóá, ñà âñèëà ñëåäíèòå îöåíêè çà âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè:T pfasv;rom (Np; m) � �l � 6 + 3:2np + np(np + 3)2 � � ts+ n�l � np � 8 + 2np�1(2np + 9)� � tw ;T pfasv;mom (Np; m) � �l � 6 + bf1(np) + np(np + 19)2 � � ts+ n�l + 13np � 10 + bf2(np)� � tw ;T pfasv;hom (Np; m) � �l � 2 + np(5np + 3)2 � � ts + n �l + np(n2p + 15np � 10)3 � � tw ;êúäåòî f1(np) = �4(2+p2)+2p2np(3+2p2) è f2(np) = �14� 6p2+p2np(7+ 6p2+(2 +p2)np).Îáîáùåí ìàðø àëãîðèòúì. Äâàòà âàðèàíòà PGMF è PGMS, à ñëåäîâàòåëíî èâðåìåíàòà èì çà èç÷èñëåíèÿ è êîìóíèêàöèè, ñå ðàçëè÷àâàò ïî Ñòúïêà 2. Â PGMFó÷àñòâàò ñúîòâåòíî T pfasva;in (Np; m) è T pfasvom;in(Np; m), à â PGMS òîâà ñà T psga (Np; m; p�1; p�1) è T psgom(Np; m; p�1; p�1). Êàêâè ñà èç÷èñëåíèÿòà è êîìóíèêàöèèòå íà Ñòúï-êè 1 è 3? Ïðè âñÿêà îò òÿõ ñå ðåøàâàò pNp ñèñòåìè îò ðåä k ÷ðåç Àëãîðèòúì SM,ò. å. ñå èçâúðøâàò pNp31kn àð. îï., à çà ïðåñìÿòàíå íà äÿñíàòà ñòðàíà ñà íåîáõîäè-ìè îùå 4n(p� 1)Np àð. îï. Îáùî çà Ñòúïêè 1 è 3 èç÷èñëåíèÿòà ñà N pgm1&3 � 62 pkNpn.



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 91Çà äà ñå ïðåñìåòíàò äåñíèòå ñòðàíè, íà âñÿêà îò òåçè ñòúïêè ñå èçïðàùà ïî 1 âåê-òîð ñ äúëæèíà n íà ñúñåäåí ïðîöåñîð, ò.å. âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè çà Ñòúïêè 1è 3 å T pgmom;1&3 = 2(ts + n � tw). Îáùî âðåìåòî çà èçïúëíåíèå íà Ñòúïêè 1 è 3 åT pgm1&3 (Np; m) = 62 pkNpn�ta+2(ts+n�tw). Òàêà çà PGMF è PGMS èìàìå T pgmf(Np; m) =T pgm1&3 (Np; m)+T pfasvin (Np; m) è T pgms(Np; m) = T pgm1&3 (Np; m)+T psg(Np; m; p� 1; p� 1).Êàòî ñå èçïîëçâàò ïîëó÷åíèòå îöåíêè çà ñúîòâåòíèòå èçðàçè, ñå äîêàçâà ñëåäíîòîòâúðäåíèå.
Òåîðåìà 3.3.3 Ïàðàëåëíàòà ðåàëèçàöèÿ PGMF íà îáîáùåíèÿ ìàðø àëãîðèòúì âêîìáèíàöèÿ ñ áúðçèÿ àëãîðèòúì çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå ñå èçïúëíÿâà çà âðå-ìå T pgmf(Np; m) = T pgmfa (Np; m) + T pgmfom (Np; m). Ìîäè�èêàöèÿòà PGMS, èçïîëçâà-ùà ñàìî òåõíèêàòà çà íåïúëíî ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñ ðàçðåäåíà äÿñíà ÷àñò, èçèñêâàâðåìå T pgms(Np; m) = T pgmsa (Np; m) + T pgmsom (Np; m). Çà ñúáèðàåìèòå â òåçè èçðàçèñà â ñèëà ðåëàöèèòå:T pgmfa (Np; m) = �62 pkNpn+ 24n mNp (lp � 1) + 9nm� 2pNp � � ta ;T pgmsa (Np; m) = �62 pkNpn+ mNpn(4p+ 1)� � ta ;T pgmfom (Np; m) � (lp � np + 2)(ts + n � tw) + T psfom(2np; m; 1; 1) + np oo(2np; n)+ np�1Xj=1 �T psfom(2j; bm; 3; 1) + T psfom(2j; bm; 1; 2) + (2 + j) oo(2j; n)�;T pgmsom (Np; m) � 2(ts + n � tw) + T psgom(Np; m; p� 1; p� 1) :Îòíîâî èç÷èñëåíèÿòà ñà ðàçäåëåíè ïî ðàâíî ìåæäó ïðîöåñîðèòå. Çà ïðúñòåí,êâàäðàòíà ìðåæà è õèïåðêóá, âðåìåíàòà çà êîìóíèêàöèè çà PGMF ñå îöåíÿâàò ñT pgmf;rom (Np; m) � �lp � 4 + 3:2np + np(np + 3)2 � � ts+ n�lp � np � 6 + 2np�1(2np + 9)� � tw ;T pgmf;mom (Np; m) � �lp � 4 + bf1(np) + np(np + 19)2 � � ts+ n�lp + 13np � 8 + bf2(np)� � tw ;T pgmf;hom (Np; m) � �lp + np(5np + 3)2 � � ts + n�lp + 2 + np(n2p + 15np � 10)3 � � tw;



92 Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèêàòî f1(np) è f2(np) ñà äå�èíèðàíè ïî-ãîðå. Çà PGMS òåçè âðåìåíà ñàT pgms;rom (Np; m)� 2�Np + �Np2 �� � ts + �2n+ g�+ �Np2 � �� � tw ;T pgms;mom (Np; m)��4pNp � 2 + 4&pNp2 '� � ts + �2n+ g� + 2&pNp2 '�� � tw;T pgms;hom (Np; m)� (4 logNp + 2) � ts + �2n+ g(+ logNp)� � tw ;êúäåòî g = (m + p� 1)n è  = Np � 1Np .Êîé îò ïðåäëîæåíèòå ïàðàëåëíè àëãîðèòìè å íàé-äîáúð? Âðåìåòî çà èçïúëíåíèåíà âñåêè îò òÿõ, à ñëåäîâàòåëíî óñêîðåíèåòî SNp = T1TNp è å�åêòèâíîñòòà ENp =SNpNp , çàâèñè êàêòî îò ïðåñìÿòàíèÿòà, òàêà è îò êîëè÷åñòâîòî è òèïà íà íåîáõîäèìèòåêîìóíèêàöèè.Ïðè ñèñòåìè ñ îáùà ïàìåò, äîìèíèðàùî å âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿ Ta(Np)(TAlg(Np) = Ta(Np) + Tom(Np)). È ïðè òðèòå èçñëåäâàíè àëãîðèòúìà, àðèòìåòè÷-íèòå îïåðàöèè ñå ðàçïðåäåëÿò ïî ðàâíî ìåæäó ïðîöåñîðèòå è Ta(2Np) = 12 Ta(Np).Ïðè ñëàáî âëèÿíèå íà Tom(Np), àëãîðèòúìúò ñ íàé-ìàëêà èç÷èñëèòåëíà ñëîæíîñò,ò.å. PGMF, å çà ïðåäïî÷èòàíå.Ïðè ñèñòåìè ñ ðàçïðåäåëåíà ïàìåò, ïðîèçâîäèòåëíîñòòà íà àëãîðèòìèòå çàâèñè îòTom(Np). Çà âñåêè îò ðàçãëåæäàíèòå ìåòîäè, ïîëó÷èõìå îöåíêè îò âèäà Tom(Np) �Ts � ts + Tw � tw çà òðè àðõèòåêòóðè � ïðúñòåí, êâàäðàòíà ìðåæà è õèïåðêóá. Êîå-�èöèåíòèòå Ts è Tw îòðàçÿâàò ñúîòâåòíî áðîÿ íà åòàïèòå, ïðè êîèòî ñà íåîáõîäèìèêîìóíèêàöèè è îáùèÿ áðîé ïðåõâúðëåíè äóìè. Òå çàâèñÿò äîïúëíèòåëíî è îò àð-õèòåêòóðàòà, òúé êàòî ïðè ðàçãëåæäàíèòå àëãîðèòìè èìàìå êàêòî ëîêàëíè, òàêà èãëîáàëíè êîìóíèêàöèè.Íà Ôèãóðà 3.2 å èçîáðàçåí Ts êàòî �óíêöèÿ íà np (Np = 2np) çà m = n = 1023 çàïðúñòåí è õèïåðêóá. �ðà�èêèòå çà òðèòå àëãîðèòúìà ïðè ïðúñòåí ïî÷òè ñúâïàäàò,êàòî PGMS èìà ñëàáî ïðåäèìñòâî. Ïîâåäåíèåòî íà Ts ïðè ìðåæà å ïîäîáíî, òúéêàòî âîäåùèòå ÷ëåíîâå (êàêòî è ïðè ïðúñòåí) çà òðèòå àëãîðèòúìà ñà ðàâíè. Ïðèõèïåðêóá, êàêòî ñå âèæäà îò Ôèãóðà 3.2, T pgmss ðàñòå ìíîãî ïî-áàâíî îòêîëêîòî çàîñòàíàëèòå àëãîðèòìè. Ïðè÷èíàòà å, ÷å òóê âîäåùèÿò ÷ëåí å np, à ïðè PGMF èPFASV òîé å n2p.Çà âñè÷êè ñëó÷àè Tw çàâèñè êàêòî îò áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå, òàêà è îò ðàçìåðíîñò-òà íà çàäà÷àòà. Íà Ôèãóðà 3.3 å ïîêàçàíî ïîâåäåíèåòî íà Tw çà m = n = 1023 �ãðà�èêàòà íà T pgmsw âèíàãè å íàä äðóãèòå äâå.Îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íà PGMS å, ÷å åòàïèòå, íà êîèòî ñå èçèñêâàò êîìóíèêàöèè
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Ôèã. 3.2: Êîå�èöèåíòè ïðåä ts, çà k = 7 ; n = 1023.
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Ôèã. 3.3: Êîå�èöèåíòè ïðåä tw, çà k = 7 ; n = 1023.ñà êîíñòàíòà (îáùî 4) è íå çàâèñÿò îò èçïúëíåíèåòî íà ïðîãðàìàòà (ò.å. ñà ñòàòè÷-íè). Ïðè PFASV (êàêòî è ïðè PGMF) íà ÷àñò îò ñòúïêèòå (êîè òî÷íî çàâèñè îòðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà è áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå) ñå èçâúðøâàò ½ãëîáàëíè� çà ãðó-ïà ïðîöåñîðè êîìóíèêàöèè. �îëåìèíàòà íà òàçè ãðóïà è êîëè÷åñòâîòî äàííè îòíîâîçàâèñÿò îò mn è Np è ñå îïðåäåëÿò äèíàìè÷íî, êîåòî îòíåìà äîïúëíèòåëíî âðåìå èâîäè äî íàìàëÿâàíå íà å�åêòèâíîñòòà.Âúðõó îáùîòî âðåìå çà êîìóíèêàöèè âëèÿÿò è ïàðàìåòðèòå ts è tw íà êîíêðåòíàòàïàðàëåëíà ñèñòåìà (ts � tw > ta). Íà Ôèãóðè 3.4 è 3.5 å èçîáðàçåíî Tom çà õèïåðêóáêàòî �óíêöèÿ íà � = tstw 2 [1; 106) çà n = 511; 1023 è Np = 8; 64. Çà ìàëêè ñòîéíîñòèíà � , T pfasvom è T pgmfom (� T pfasvom ) ðàñòàò áàâíî è ñà ìíîãî ïî-ìàëêè îò T pgmsom . Ïðè � � 102,T pgmfom çàïî÷âà áúðçî äà íàðàñòâà è â îïðåäåëåí ìîìåíò �0 ïðåñè÷à ãðà�èêàòà íàT pgmsom . Êîëêî å �0 çàâèñè è îò áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå, è îò ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà. Çàïðåäñòàâåíèòå ñëó÷àè èìàìå 103 � �0 � 104. Èìàéêè ïðåä âèä âñè÷êî êàçàíî äî òóê,
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Ôèã. 3.4: Âðåìåíà çà êîìóíèêàöèè êàòî �óíêöèÿ íà tstw çà k = 7; n = 511.
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Ôèã. 3.5: Âðåìåíà çà êîìóíèêàöèè êàòî �óíêöèÿ íà tstw çà k = 7; n = 1023.ìîæåì äà î÷àêâàìå, ÷å çà ñèñòåìè ñ ìàëêè ñòîéíîñòè íà tw; ts è ts=tw àëãîðèòìèòåPFASV è PGMF ùå èìàò ïî-äîáðà ïðîèçâîäèòåëíîñò. Àñèìïòîòè÷íî îòíîñíî áðîÿ íàïðîöåñîðèòå, PGMS ìîæå äà å ïî-äîáúð çà íÿêîè ïàðàëåëíè ñèñòåìè (íàïð. êëúñòåðè,ìðåæè îò ðàáîòíè ñòàíöèè), êàêòî ïî îòíîøåíèå íà ðåàëíîòî âðåìå çà èçïúëíåíèå,òàêà è ñïðÿìî óñêîðåíèåòî.3.4 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòèÂ òàçè ñåêöèÿ ñå ïðåäñòàâÿò ðåçóëòàòèòå îò èçïîëçâàíåòî íà ïàðàëåëíèòå àëãîðèòìèPFASV, PGMF è PGMS çà ðåøàâàíå íà çàäà÷à (1.1.6) âúðõó Grendel, Beowulf, Parmaè Blue (âæ. ò. 1.3.3). Çà Parma ñà ðàçãëåäàíè è äâåòå âúçìîæíîñòè çà èçïúëíåíèåíà MPI ïðîãðàìà � ñ îïöèÿ N è áåç íåÿ, îçíà÷åíè ñúîòâåòíî ñ Parma(N) è Parma.



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 95Âñè÷êè ïðåäñòàâåíè âðåìåíà â òàçè ñåêöèÿ ñà â ñåêóíäè è ñà íàé-äîáðèòå ïîëó÷åíèïðè 3 èçïúëíåíèÿ íà ïðîãðàìàòà âúðõó äàäåíà ìàøèíà.Çà äà ñðàâíèì ïîâåäåíèåòî íà èçñëåäâàíèòå â òàçè ãëàâà ïàðàëåëíè àëãîðèòìè,èçïîëçâàìå ñëåäíèÿ ÷àñòåí ñëó÷àé íà çàäà÷à (1.1.2):Ïðèìåð: Êîå�èöèåíòèòå ñà a1(y1) = 1 + y21; a2(y2) = e�y2 : Çà ðåøåíèå u(y1; y2)ñå èçáèðà �óíêöèÿòà u(y1; y2) = (1� y1)y1y2(1� y2) è ñëåäîâàòåëíî äÿñíàòà ñòðàíà åf(y1; y2) = 2y2(1�y2)(3y21�y1+1)+e�y2y1(1�y1)(3�2y2). Ïðåäïîëàãàò ñå õîìîãåííèãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå, ò.å. �(y) � 0.Ñúîòâåòíàòà äèñêðåòíà çàäà÷à èìà N = n2 ñòåïåíè íà ñâîáîäà. Òÿ ñå ïîëó÷àâà÷ðåç äè�åðåí÷íà àïðîêñèìàöèÿ ïî ïåòòî÷êîâ øàáëîí ½êðúñò� âúðõó ðàâíîìåðíà n�nìðåæà (ò.å. m = n) ñúñ ñòúïêà h = 1n + 1 . Èçïîëçâàìå ðàçëàãàíåòî n + 1 = p(k + 1)çà ðàçëè÷íè p è k 2 Z. Âñè÷êè àëãîðèòìè ñà äèðåêòíè è ãðåøêàòà íà ðåøåíèåòî åâñúùíîñò ãðåøêàòà îò äè�åðåí÷íàòà àïðîêñèìàöèÿ ïëþñ ãðåøêà îò çàêðúãëÿíå (âæ.ñåêöèÿ 2.3).Ïðè íàïèñâàíåòî íà ïðåíîñèìè MPI ïðîãðàìè çà ïàðàëåëíè ñèñòåìè îò ðàçëè÷åíòèï (îáùà ïàìåò, ðàçïðåäåëåíà ïàìåò, êëúñòåðè îò ñèñòåìè ñ îáùà ïàìåò) å âàæíîäà ñå îò÷åòå ñëåäíàòà îñîáåíîñò. Â MPI å çàëîæåíî (ñ ïîäõîäÿùè íàñòðîéêè ïðèèíñòàëèðàíåòî), ÷å êîìóíèêàöèèòå ñå èçâúðøâàò ñúîáðàçíî òîâà äàëè ñèñòåìàòà åñ îáùà èëè ñ ðàçïðåäåëåíà ïàìåò. Êîãàòî ñå äóáëèðàò èç÷èñëåíèÿ âúðõó ñèñòåìà ñîáùà ïàìåò, MPI äóáëèðà è ñúîòâåòíèòå äàííè.Ïî òàçè ïðè÷èíà ïðè ïðîãðàìíàòà ðåàëèçàöèÿ íà ïàðàëåëíèòå àëãîðèòìè ïðåä-ëîæåíè è èçñëåäâàíè â òàçè ãëàâà ñà íàïðàâåíè ñëåäíèòå ìîäè�èêàöèè:1) Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè è âåêòîðè ñå íàìèðàò â ìîìåíòà, â êîéòî ïîòðÿáâàò, àíå ñå ïàçÿò ïðåç öÿëîòî èçïúëíåíèå íà ïðîãðàìèòå;2) Ïðè àëãîðèòìèòå PSRHSF è PSRHSG ñàìî êîðåíúò ñúäúðæà öÿëàòà ìàòðèöàA(k;s), à îñòàíàëèòå ïðîöåñîðè â ãðóïàòà èìàò ïî èâèöà ñ äúëæèíà LSTRIP îò íåÿ.Êîðåíúò íàìèðà êîìïîíåíòèòå íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè è âåêòîðè è ñ ïîìîùòà íàåäíà ãëîáàëíà êîìóíèêàöèÿ one_to_all satter ãè èçïðàùà íà îñòàíàëèòå ïðîöåñîðèâ ãðóïàòà çà âðåìå s(Np; (r + d+ 1) mNp ).3) Âñåêè îò ïðîöåñîðèòå çà PFASV, PGMF è PGMS ñúäúðæà åäíà èëè íÿêîëêîèâèöè îò B (à íå öÿëàòà ìàòðèöà), ñ öåë äà ìîæå äà íàìåðè íåîáõîäèìèòå ìó ñîá-ñòâåíè ñòîéíîñòè è âåêòîðè. Äóáëèðàíåòî íà äàííè å èëþñòðèðàíî íà Ôèãóðà 3.6.Ïðè PGMS å íåîáõîäèìî P0 äà ñúäúðæà öÿëàòà ìàòðèöà B, à çà îñòàíàëèòå ïðîöå-ñîðè å äîñòàòú÷íà ïî åäíà èâèöà îò B. Ïðè PFASV è PGMF äóáëèðàíåòî íà äàííè åñúîáðàçåíî ñ íà÷èíà íà íàðàñòâàíå íà áëî÷íèÿ ðåä íà A(k;s). Íàïðèìåð, íåêà èìàìå
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LSTRIP LSTRIP−1

à) PFASV, PGMF á) PGMSÔèã. 3.6: Íà÷àëíè äàííè âúâ âñåêè ïðîöåñîð, Np = 8.Np = 23 ïðîöåñîðà, íîìåðèðàíè ñ P0; P1; : : : PNp�1 � P7. Âñåêè íå÷åòåí ïðîöåñîð ñú-äúðæà åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàòà B ñúîòâåòñòâàùè íà íå÷åòíèòå èâèöè. Ïðè ÷åòíèòåïðîöåñîðè äàííèòå ñå äóáëèðàò � P0 ñúäúðæà öÿëàòà ìàòðèöà B, P2 è P6 ñúäúðæàòäàííèòå îò äâå ïîñëåäîâàòåëíè èâèöè, à P4 ñúäúðæà âòîðàòà ïîëîâèíà íà B. �àçï-ðåäåëåíèåòî çà 16 ïðîöåñîðà ùå ïîëó÷èì êàòî îò÷åòåì, ÷å P0 ñúäúðæà âñè÷êè èâèöèè ½êîïèðàìå� äâà ïúòè ñòðóêòóðàòà îò Ôèã. 3.6 à) � âåäíúæ çà P0 äî P7 è âòîðè ïúòçà P8 äî P15. Â îáùèÿ ñëó÷àé, âñåêè ÷åòåí ïðîöåñîð ñúäúðæà � èâèöè, êàòî � ñåîïðåäåëÿ òàêà: P0 ñúäúðæà Np èâèöè, P2j ñúäúðæà � èâèöè, àêî å â ñèëà � = (2j)mod 2�+1 çà j = 2np�2; 2np�3; : : : ; 20.Òåçè ìîäè�èêàöèè íå âëèÿÿò íà îöåíêèòå ïîëó÷åíè â ò. 3.3, òúé êàòî âðåìåíàòà çàíàìèðàíå è ðàçïðåäåëÿíå íà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè è êîìïîíåíòè íà ñîáñòâåíè âåêòîðèíå ñà âêëþ÷åíè â îáùèòå âðåìåíà çà èçïúëíåíèå íà àëãîðèòìèòå. Â ñúùîòî âðåìå,òå ïîçâîëÿâàò äà ñå èçïîëçâàò å�åêòèâíî è êëúñòåðè îò ñèñòåìè ñ îáùà ïàìåò.Íàé-íàïðåä ùå ñå ñïðåì íà ïîâåäåíèåòî íà àëãîðèòìèòå âúðõó Parma,Grendel è Beowulf. Â Òàáëèöà 3.1 ñà ñðàâíåíè âðåìåíàòà çà èç÷èñëåíèå íà ïîñëåäîâà-Òàáëèöà 3.1: �åçóëòàòè çà ïîñëåäîâàòåëíèòå àëãîðèòìè.Platform n FASV GMF GMSk=3 k=7 k=3 k=7255 3.12 3.02 2.90 1.99 1.02Grendel 511 19.01 19.29 11.66 18.64 7.941023 87.62 87.49 73.61 117.79 86.03255 6.91 6.95 4.02 4.48 2.53Beowulf 511 28.57 28.42 16.88 23.04 12.791023 121.33 120.67 74.45 133.99 72.65255 3.57 3.54 2.07 2.44 1.23Parma 511 15.60 15.42 9.20 13.81 6.391023 65.55 65.29 39.94 86.94 40.20



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 97òåëíèòå àëãîðèòìè. Â ïúðâàòà êîëîíà å äàäåíà ìàøèíàòà, à âúâ âòîðàòà � ñòîéíîñòòàíà n. Òðåòàòà êîëîíà ïîêàçâà ïðîöåñîðíîòî âðåìå çà àëãîðèòúì FASV. Ñëåäâàùèòå÷åòèðè êîëîíè ñà ãðóïèðàíè ïî äâå è äàâàò âðåìåíàòà çà GMF è GMS çà äâå ðàç-ëè÷íè ñòîéíîñòè íà k; k = 3 è k = 7. Çà ïî-ãîëÿìî k ñòàíäàðòíèÿò ìàðø àëãîðèòúìSM çà òîçè ïðèìåð å íåóñòîé÷èâ. Êàê óñòîé÷èâîñòòà íà SM âëèÿå âúðõó ãðåøêàòà íàGMF è GMS å ïîêàçàíî â ñåêöèÿ 2.3.Âèæäàìå, ÷å âðåìåíàòà íà Grendel êàòî öÿëî ñà ïî-ìàëêè îò òåçè íà Beowulf, íîñà ïî-ãîëåìè îò òåçè íà Parma (ñ èçêëþ÷åíèå íà n = 255). È çà òðèòå ìàøèíè,ïîâåäåíèåòî íà èçñëåäâàíèòå àëãîðèòìè ñè ïðèëè÷à. Âðåìåíàòà çà k = 7, êàêòî çàGMF, òàêà è çà GMS ñà ïî-äîáðè îò òåçè çà k = 3. Çà çàäà÷è ñ ìàëêà ðàçìåðíîñò(n = 255; n = 511), Àëãîðèòúì GMS å íàé-áúðç. Êàêòî ñå î÷àêâàøå, çà n = 1023òîé ñòàâà ïî-áàâåí. Âðåìåíàòà çà FASV ñà ïðèáëèçèòåëíî ðàâíè íà òåçè çà k = 3 íàGMF, çàùîòî â òîçè ñëó÷àé GMF èçïúëíÿâà ïî÷òè âñè÷êè ñòúïêè íà FASV.Â ñëåäâàùèòå ÷åòèðè òàáëèöè ñà ïðåäñòàâåíè èçìåðåíèòå ïàðàëåëíè âðåìåíà èïîëó÷åíèòå óñêîðåíèå è å�åêòèâíîñò âúðõó Grendel, Beowulf, Parma è Parma(N).Ôîðìàòúò èì å åäèí è ñúù: ïúðâàòà êîëîíà õàðàêòåðèçèðà ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà� äàäåíî å n, êúäåòî áðîÿò íà íåèçâåñòíèòå å N = n2. Âòîðàòà êîëîíà ïîêàçâà áðîÿ Npíà èçïîëçâàíèòå ïðîöåñîðè. Îñòàíàëèòå êîëîíè ñà â ãðóïè ïî òðè � ïî åäíà çà âñåêèàëãîðèòúì. Âúâ âñÿêà ãðóïà ïúðâàòà êîëîíà å çà èçìåðåíîòî pu-âðåìå. Çà âàðèàí-òèòå íà ïàðàëåëíèÿ GM àëãîðèòúì å ïðåäñòàâåí ñëó÷àÿò k = 7. Âòîðàòà êîëîíà âúââñÿêà ãðóïà å çà óñêîðåíèåòî SNp = T2TNp , à òðåòàòà � çà å�åêòèâíîñòòà ENp = 2T2Np TNp .Òåîðåòè÷íèòå ãîðíè ãðàíèöè çà óñêîðåíèåòî è å�åêòèâíîñòòà ñà SNp � Np2 è ENp � 1.Äà âèäèì íàé-íàïðåä êàêâî ñå ñëó÷âà íà Grendel (Òàáëèöà 3.2). Òåíäåíöèÿòà çàâñåêè îò àëãîðèòìèòå å, ÷å SNp è ENp ðàñòàò ïðè óâåëè÷àâàíå íà ðàçìåðíîñòòà íàçàäà÷àòà è E4 > E8. Íàáëþäàâà ñå äîïúëíèòåëíî îòðèöàòåëíî âëèÿíèå âúðõó óñêî-ðåíèåòî (è å�åêòèâíîñòòà) çà Np = 8 â ñëó÷àÿ n = 1023, çàùîòî Grendel èìà ñàìî8 ïðîöåñîðà. Àëãîðèòúìúò ñ íàé-äîáðî óñêîðåíèå çà Np = 4 ñå ñìåíÿ ïðè ïðîìÿíàíà ñòîéíîñòòà íà n. Çà Np = 8 ½ïîáåäèòåëÿò� âèíàãè å PGMS. Âðåìåíàòà çà èç-ïúëíåíèå íà PGMS ñà íàé-ìàëêè çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà n è Np ñ èçêëþ÷åíèå íàn = 1023; Np = 2.Äà âèäèì ñåãà è ðåçóëòàòèòå îò Beowulf (Òàáëèöà 3.3). Îòíîâî pu-âðåìåíàòà íàPGMS ñà íàé-ìàëêè çà âñè÷êè ñëó÷àè, íî ïîâåäåíèåòî íà óñêîðåíèåòî è å�åêòèâíîñò-òà å êîðåííî ðàçëè÷íî. Çà àëãîðèòìèòå PFASV è PGMF å�åêòèâíîñòòà íàìàëÿâà ñóâåëè÷àâàíå íà n, äîêàòî çà PGMS òÿ ñå óâåëè÷àâà. ½Ïîáåäèòåëÿò� îòíîâî ñå ïðîìå-íÿ, íî PGMS å ãóáåù çà n = 255; 511 è Np = 4; 8. Çà ãîëåìè çàäà÷è, ò.å. n = 1023,



98 Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèPGMS èìà íàé-äîáðà å�åêòèâíîñò è çà äâåòå ñòîéíîñòè íà Np = 4; 8.Òàáëèöà 3.2: �åçóëòàòè çà ïàðàëåëíèòå àëãîðèòìè âúðõó Grendel, k = 7.PFASV PGMF PGMSn Np TNp SNp ENp TNp SNp ENp TNp SNp ENp2 2.47 � � 1.60 � � 1.07 � �255 4 1.42 1.74 0.87 0.89 1.80 0.90 0.63 1.70 0.858 1.08 2.29 0.57 0.65 2.46 0.62 0.37 2.89 0.722 16.86 � � 10.52 � � 7.59 � �511 4 8.85 1.91 0.96 5.73 1.84 0.92 3.95 1.92 0.968 4.98 3.39 0.85 3.28 3.21 0.80 2.24 3.39 0.852 79.59 � � 49.53 � � 50.96 � �1023 4 41.63 1.91 0.96 26.13 1.90 0.95 24.00 2.12 1.068 29.38 2.71 0.68 16.19 3.06 0.77 12.49 4.08 1.02Òàáëèöà 3.3: �åçóëòàòè çà ïàðàëåëíèòå àëãîðèòìè âúðõó Beowulf, k = 7.PFASV PGMF PGMSn Np TNp SNp ENp TNp SNp ENp TNp SNp ENp2 8.94 � � 6.31 � � 2.29 � �255 4 3.90 2.29 1.15 2.72 2.32 1.16 1.74 1.32 0.668 2.31 3.87 0.97 1.55 4.07 1.02 1.11 2.06 0.522 47.52 � � 36.02 � � 13.28 � �511 4 23.40 2.03 1.02 17.83 2.02 1.01 8.51 1.56 0.788 15.44 3.07 0.77 13.35 2.70 0.67 8.14 1.63 0.412 271.13 � � 227.04 � � 89.46 � �1023 4 165.57 1.64 0.82 148.74 1.53 0.77 50.45 1.77 0.898 126.88 2.14 0.53 125.18 1.81 0.45 41.07 2.18 0.55Ïðè Parma (Òàáëèöà 3.4) îòíîâî ñ íàðàñòâàíå íà ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà ñåóâåëè÷àâàò óñêîðåíèåòî è å�åêòèâíîñòòà. Òóê PGMS å ñ íàé-ìàëêà å�åêòèâíîñò,íåçàâèñèìî îò òîâà, ÷å âðåìåòî çà èçïúëíåíèå çà n = 255; 511 å íàé-äîáðî. Àëãîðè-òúìúò ñ íàé-äîáðî óñêîðåíèå çà Np = 8 å PFASV, à çà Np = 4 ñå ìåíè ïðè ðàçëè÷íèñòîéíîñòè íà n.Ïðè Parma(N) (Òàáëèöà 3.5) ïîâåäåíèåòî íà àëãîðèòìèòå å ïî÷òè ñúùîòî. �àçëè-êàòà å, ÷å òóê PFASV å ñ íàé-äîáðî óñêîðåíèå çà n = 255; 511 è ïðè äâåòå ñòîéíîñòèNp = 4 è Np = 8, äîêàòî çà n = 1023 ½ïîáåäèòåë� å PGMF. Êàòî öÿëî, âðåìåíàòà çà



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 99èçïúëíåíèå ñà ïî-ìàëêè îò òåçè íà Parma. Çà Np = 8 òå ñà ïî÷òè ðàâíè, âúïðåêèî÷àêâàíèÿòà, ÷å âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè ùå å ïî-ãîëÿìî. Ïðè÷èíàòà å â ïî-áàâíèÿäîñòúï äî ïàìåòòà (âæ. E. I. Atanassov [10℄) � êîãàòî äâà ñúñåäíè ïðîöåñà ñà â åäèíâúçåë, òå èçïîëçâàò îáùà ïàìåò çà êîìóíèêàöèèòå. Â ñúùîòî âðåìå, òå ñå êîíêóðèðàòçà äîñòúï äî äàííèòå è òîâà îêàçâà ïî-ãîëÿìî íåáëàãîïðèÿòíî âëèÿíèå âúðõó îáùîòîâðåìå çà èçïúëíåíèå.Òàáëèöà 3.4: �åçóëòàòè çà ïàðàëåëíèòå àëãîðèòìè âúðõó Parma, k = 7.PFASV PGMF PGMSn Np TNp SNp ENp TNp SNp ENp TNp SNp ENp2 2.36 � � 1.34 � � 0.68 � �255 4 1.30 1.82 0.91 0.74 1.81 0.91 0.54 1.26 0.638 0.73 3.23 0.81 0.51 2.63 0.66 0.54 1.26 0.322 10.12 � � 5.82 � � 4.02 � �511 4 5.34 1.90 0.95 3.11 1.87 0.94 2.54 1.58 0.798 3.11 3.25 0.81 1.80 3.23 0.81 2.25 1.79 0.452 42.14 � � 25.16 � � 25.44 � �1023 4 22.88 1.84 0.92 13.33 1.89 0.95 15.08 1.69 0.858 11.96 3.52 0.88 7.54 3.34 0.84 12.06 2.11 0.53Òàáëèöà 3.5: �åçóëòàòè çà ïàðàëåëíèòå àëãîðèòìè âúðõó Parma(N), k = 7.PFASV PGMF PGMSn Np TNp SNp ENp TNp SNp ENp TNp SNp ENp2 1.86 � � 1.06 � � 0.62 � �255 4 1.00 1.86 0.93 0.60 1.77 0.89 0.57 1.09 0.558 0.73 2.55 0.64 0.50 2.12 0.53 0.55 1.13 0.282 7.97 � � 4.70 � � 3.52 � �511 4 4.43 1.80 0.90 2.61 1.80 0.90 2.56 1.38 0.698 2.95 2.70 0.68 1.96 2.40 0.60 2.32 1.52 0.382 33.57 � � 22.14 � � 23.16 � �1023 4 17.45 1.92 0.96 10.76 2.06 1.03 14.74 1.57 0.798 11.86 2.83 0.71 7.21 3.07 0.77 11.51 2.01 0.50Â ñëåäâàùèòå òðè Òàáëèöè 3.6, 3.7 è 3.8 ñà ñðàâíåíè âðåìåíàòà çà PGMF è PGMSíà Grendel, Parma è Parma(N) çà n = 511 (l = 9) è n = 1023 (l = 10). Ïîðàäèòåõíè÷åñêè ïðîáëåìè ñ Beowulf íÿìàõìå âúçìîæíîñò äà ïîïúëíèì ïîäîáíà òàáëèöà
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Òàáëèöà 3.6: Ñðàâíåíèå íà PGMF è PGMS âúðõó Grendel, k = 7.PGMF PGMSl Np TNp Tr Ts2 T r T s2 TNp Tr Ts2 T r T s22 10.52 4.10 6.42 0.04 0.11 7.59 4.31 3.28 0.02 0.119 4 5.73 2.15 3.58 0.05 0.29 3.95 2.16 1.79 0.05 0.208 3.28 1.16 2.12 0.10 0.40 2.24 1.11 1.13 0.05 0.302 50.85 19.85 31.00 0.89 0.51 50.96 19.24 31.72 0.08 0.4010 4 26.69 10.22 16.47 0.91 0.73 24.00 9.31 14.69 0.11 0.778 16.19 6.50 9.69 1.93 1.42 12.49 4.76 7.73 0.11 1.34Òàáëèöà 3.7: Ñðàâíåíèå íà PGMF è PGMS âúðõó Parma, k = 7.PGMF PGMSl Np TNp Tr Ts2 T r T s2 TNp Tr Ts2 T r T s22 5.82 2.46 3.36 0.01 0.02 4.02 2.45 1.57 0.01 0.149 4 3.11 1.22 1.89 0.01 0.15 2.54 1.21 1.33 0.01 0.958 1.80 0.61 1.19 0.01 0.07 2.25 0.65 1.60 0.05 1.472 25.16 10.26 14.90 0.02 0.01 25.44 10.27 15.17 0.02 0.4510 4 13.33 5.08 8.25 0.02 0.28 15.08 5.09 9.99 0.01 3.738 7.54 2.52 5.02 0.01 0.68 12.06 2.68 9.38 0.19 6.83Òàáëèöà 3.8: Ñðàâíåíèå íà PGMF è PGMS âúðõó Parma(N), k = 7.PGMF PGMSl Np TNp Tr Ts2 T r T s2 TNp Tr Ts2 T r T s22 4.70 1.92 2.78 0.01 0.02 3.52 1.91 1.61 0.01 0.439 4 2.61 1.07 1.54 0.13 0.04 2.56 0.96 1.60 0.02 1.278 1.96 0.61 1.35 0.01 0.23 2.32 0.63 1.69 0.04 1.542 22.14 8.16 13.98 0.02 0.82 23.16 8.16 15.00 0.03 1.8510 4 10.76 4.00 6.76 0.02 0.40 14.74 4.00 10.74 0.02 5.318 7.21 2.49 4.72 0.07 0.42 11.51 2.62 8.89 0.15 6.54



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 101è çà íåãî. Âòîðàòà êîëîíà ïîêàçâà áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå. Îñòàíàëèòå êîëîíè îáðà-çóâàò äâå ãðóïè � ïî åäíà çà âñåêè îò àëãîðèòìèòå. Âðåìåòî çà öåëèÿ àëãîðèòúì åïðåäñòàâåíî â ïúðâàòà êîëîíà, à ñëåäâàùèòå äâå âúâ âñÿêà ãðóïà ïîêàçâàò ñúîòâåòíîâðåìåòî Tr çà Ñòúïêà 1 è Ñòúïêà 3 è Ts2 çà Ñòúïêà 2. Ïîñëåäíèòå äâå êîëîíè ñàçà âðåìåíàòà çà êîìóíèêàöèè çà Ñòúïêà 1 è 3 (T r ) è çà Ñòúïêà 2 (T s2). Âðåìåòî Trå ïî÷òè åäíî è ñúùî çà äâåòå âåðñèè íà GM è â òðèòå òàáëèöè. Íà Grendel è Parma,çà ïî-ìàëêàòà çàäà÷à Ñòúïêà 2 îòíåìà ïî-ìàëêî âðåìå, äîêàòî íà Parma(N) òÿ åïî-áàâíà. Âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè íà Grendel íå å ìíîãî ãîëÿìî è íå âëèÿå íà óñêî-ðåíèåòî òîëêîâà, êîëêîòî îáùèÿò áðîé íà ïðîöåñîðèòå ìó. Çà Parma è Parma(N)êîìóíèêàöèèòå îòíåìàò ïî-ãîëÿìàòà ÷àñò îò âðåìåòî íà Ñòúïêà 2 çà PGMS. �àç-ëèêàòà ìåæäó èçïîëçâàíåòî íà îáùà è ðàçïðåäåëåíà ïàìåò ñå âèæäà âúâ âðåìåíàòàçà êîìóíèêàöèè íà Parma è Parma(N) çà Np = 2. Âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿ çà Ñòúï-êà 2 (Ts2�T s2) çà PGMS (è çà òðèòå òàáëèöè) íàìàëÿâà ïðèáëèçèòåëíî íà ïîëîâèíàïðè óâåëè÷àâàíå íà ïðîöåñîðèòå äâà ïúòè, äîêàòî ïðè PGMF íå å òàêà. Òîâà ïîêàç-âà, êîëêî âàæíî çíà÷åíèå çà ïðîèçâîäèòåëíîñòòà èìàò êîìïèëàòîðà, îðãàíèçàöèÿòàè ñêîðîñòòà íà äîñòúïà äî ïàìåòòà, êàêòî è âðåìåòî íåîáõîäèìî çà èçâèêâàíå íà�óíêöèè â ïðîãðàìíèÿ êîä (âæ. ñúùî ò. 2.3.3).Â ïîñëåäíèòå äâå òàáëèöè ñà ïîêàçàíè ðåçóëòàòè îò Blue � ïðåäñòàâèòåë íà äðóãêëàñ ïàðàëåëíè êîìïþòðè ñ ïîâå÷å îò 1000 ïðîöåñîðà. Â Òàáëèöà 3.9 ñà äàäåíè âðå-Òàáëèöà 3.9: �åçóëòàòè çà ïàðàëåëíèòå àëãîðèòìè âúðõó Blue, n = 1023.PFASV PGMF PGMSk = 3 k = 7 k = 3 k = 7Np TNp ENp TNp ENp TNp ENp TNp ENp TNp ENp4 131.36 � 111.92 � 64.77 � 70.20 � 40.12 �8 97.93 0.67 72.24 0.78 40.93 0.79 34.15 1.03 19.99 1.0016 80.79 0.41 51.34 0.55 29.47 0.55 17.84 0.98 12.27 0.8232 79.61 0.21 43.51 0.32 21.70 0.37 8.53 1.03 5.73 0.8864 57.73 0.14 27.06 0.26 10.63 0.38 4.86 0.90 3.23 0.78128 46.46 0.09 14.79 0.24 12.35 0.16 4.26 0.52 3.33 0.38ìåíàòà TNp è å�åêòèâíîñòòà ENp = 4T4NP TNp çà òðèòå àëãîðèòúìà, çà k = 3 è k = 7.Ôîðìàòúò �è å ïîäîáåí íà ïúðâèòå äâå òàáëèöè â ñåêöèÿòà. Òóê íàé-äîáðî ïîâåäåíèåèìà PGMS çà k = 3.Íà êîìïþòðè êàòî Blue ñà èíòåðåñíè è äðóã òèï åêñïåðèìåíòè. Äèñêðåòíàòà çà-äà÷à ñå ðàçäåëÿ íà ÷àñòè ñ ðàâíà ãîëåìèíà è âñåêè ïðîöåñîð ñúäúðæà åäíà îò òÿõ.



102 Ïàðàëåëíè ïðåêè ìåòîäè çà çàäà÷è ñ ðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâèÒàáëèöà 3.10: �åçóëòàòè âúðõó Blue � �èêñèðàíà èâèöà ml = 16; m + 1 = Np �ml.PFASV PGMF PGMSn m Np k = 3 k = 7 k = 3 k = 763 4 2.96 2.90 1.60 1.36 0.73127 8 3.59 3.33 2.02 1.42 0.78511 255 16 4.73 3.82 2.51 1.62 0.92511 32 16.89 8.04 3.45 2.02 1.181023 64 53.01 13.21 5.25 2.27 1.652047 128 119.22 36.21 21.56 3.91 2.6463 4 7.39 6.24 3.26 2.73 1.49127 8 10.90 8.01 4.07 2.87 1.611023 255 16 17.48 10.79 5.53 3.22 1.92511 32 31.57 15.91 6.91 3.83 2.361023 64 59.91 27.40 9.08 4.43 4.102047 128 216.12 48.40 15.66 7.38 5.16Ñ óâåëè÷àâàíå íà áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå ðàñòå ðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà. Âðåìåòî çàèçïúëíåíèå òðÿáâà äà îñòàâà åäíî è ñúùî, àêî èìàìå ìàêñèìàëíî å�åêòèâåí ïàðà-ëåëåí àëãîðèòúì. Â Òàáëèöà 3.10 ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè îò òàêúâ åêñïåðèìåíò.Çàäà÷àòà å ðàçäåëåíà íà èâèöè ïî m ñ äúëæèíà ml = 16, ò.å. m + 1 = Np �ml, êàòîñåãà èìàìå m 6= n è n å �èêñèðàíî. Ïðè PGMS âðåìåòî ñå ïðîìåíÿ íàé-áàâíî è êàòîöÿëî òîé ñå èçïúëíÿâà íàé-áúðçî.Èçâîäúò íàïðàâåí â ïðåäèøíàòà ñåêöèÿ, ÷å ïîíÿêîãà íàé-áàâíèÿò îò ðàçãëåæ-äàíèòå ïîñëåäîâàòåëíè àëãîðèòìè ìîæå äà èìà íàé-äîáðî ïàðàëåëíî ïîâåäåíèå ñåïîòâúðäè îò ïîëó÷åíèòå (è ïðåäñòàâåíè òóê) åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè.Ïàðàëåëíèòå ñâîéñòâà íà FASV ñà èçñëåäâàíè ñúùî îò Sv. Petrova [75℄ è îòT. Rossi, J. Toivanen [80℄, íî íå ñà íè èçâåñòíè ðàáîòè îòíàñÿùè ñå çà ïàðàëåëíèìàðø àëãîðèòìè. Çàäà÷àòà, ðàçãëåäàíà îò Sv. Petrova [75℄ å óðàâíåíèå íà Ïîàñîí,äèñêðåòèçèðàíî âúðõó ðàâíîìåðíà ìðåæà. Èç÷èñëèòåëíàòà îáëàñò ñúùî å ðàçäåëåíàíà èâèöè, íî ðàçïàðàëåëâàíåòî íà FASV â òàçè ðàáîòà å íàïðàâåíî ïðè ïðåäïîëîæå-íèå, ÷å äâîéêèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè è âåêòîðè ñà ïðåäâàðèòåëíî èçâåñòíè â ÿâåíâèä. Ïî òàçè ïðè÷èíà íå å íåîáõîäèìî äà ñå ðåøàâà çàäà÷à çà íàìèðàíåòî èì è âñåêèïðîöåñîð ñúäúðæà äàííèòå çà åäíà èâèöà. Íèå ðàçãëåæäàìå ïî-îáù ñëó÷àé è íàøèòåðåçóëòàòè íå ìîãàò ïðÿêî äà ñå ñðàâíÿâàò ñ òåçè ïðåäñòàâåíè â Sv. Petrova [75℄.Â T. Rossi, J. Toivanen [80℄, ãðàíè÷íàòà çàäà÷à íà Äèðèõëå çà óðàâíåíèåòî íà



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 103Ïîàñîí ñå äèñêðåòèçèðà âúðõó íåðàâíîìåðíà ìðåæà è âñåêè ïðîöåñîð ñúäúðæà äåñ-íèòå ñòðàíè îò åäíà èâèöà îò ðàçäåëÿíåòî íà îáëàñòòà. �åøåíèåòî íà âúçíèêâàùèòåçàäà÷è çà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè è âåêòîðè å ïðåäâàðèòåëíà ñòúïêà. Ïî òàêúâ íà÷èíå íåîáõîäèìà äîïúëíèòåëíà ïàìåò çà ñúõðàíåíèå íà âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè èíóæíèòå êîìïîíåíòè îò âñè÷êè ñîáñòâåíè âåêòîðè âìåñòî çà íà÷àëíèòå äàííè, êàêòîå â íàøèÿ ïîäõîä. Òåñòîâåòå â T. Rossi, J. Toivanen [80℄ ñà èçïúëíåíè íà ïàðàëåëåíêîìïþòúð Cray T3E-750 ñ ðàçïðåäåëåíà ïàìåò è 64 Alpha 21164 (EV5) 375 MHz ïðî-öåñîðà êàòî å èçïîëçâàí MPI ñòàíäàðò. Çà 8 ïðîöåñîðà ñà ïîëó÷åíè å�åêòèâíîñòè0.87, 0.94, 0.95, 0.98, êîãàòî n å ñúîòâåòíî 255, 511, 1023 è 2047. Ñ 64 ïðîöåñîðà åïîñòèãíàòà å�åêòèâíîñò îêîëî 0.70 çà n = 1023.
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�ëàâà 4
Ïàðàëåëíè èòåðàöèîííè ìåòîäè
Íàñòîÿùàòà ïîñëåäíà ÷àñò îò äèñåðòàöèÿòà å ïîñâåòåíà íà òåîðåòè÷íî è åêñïåðè-ìåíòàëíî èçñëåäâàíå íà íîâ ïàðàëåëåí ïðåîáóñëîâèòåë. Ñ íåãîâà ïîìîù ñå ðåøàâàòå�åêòèâíî ãîëåìè ÑËÀÓ îò âèäà (1.1.10), ïîëó÷åíè ñëåä äèñêðåòèçàöèÿ íà èçõîäíàòàäâóìåðíà åëèïòè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à îò âòîðè ðåä (1.1.1) ÷ðåç çàâúðòåíè áèëèíåé-íè íåêîí�îðìíè êðàéíè åëåìåíòè âúðõó ÷åòèðèúãúëíèöè. Â îñíîâàòà íà ïðåäëîæå-íèÿ àëãîðèòúì îò òèï ñïðåãíàò ãðàäèåíò ñ ïðåîáóñëàâÿíå å ìîäè�èöèðàíàòà íåïúë-íà �àêòîðèçàöèÿ íà Õîëåöêè (Modified Inomplete Cholesky, MIC(0)) íà ðàçðåäåíèìàòðèöè. Òÿ å ïðèëîæåíà âúðõó ëîêàëíî êîíñòðóèðàíà àïðîêñèìàöèÿ íà èçõîäíà-òà ìàòðèöà íà êîðàâèíà, ïîçâîëÿâàùà óñòîé÷èâà MIC(0) �àêòîðèçàöèÿ. Ïîëó÷åíè-ÿò ïðåîáóñëîâèòåë èìà ñïåöèàëíà áëî÷íà ñòðóêòóðà, êîÿòî çàïàçâà èç÷èñëèòåëíàòàå�åêòèâíîñò íà ïîòî÷êîâàòà íåïúëíà �àêòîðèçàöèÿ êàòî åäíîâðåìåííî ñ òîâà äà-âà âúçìîæíîñò çà ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ. Ñâîéñòâàòà íà ïàðàëåëíèÿ àëãîðèòúì ñàèëþñòðèðàíè ñ ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè âúðõó äâà Beowulf êëúñòåðà. Òÿõíàòà àðõèòåê-òóðà ïîêàçâà ïîòåíöèàëà íà ðàçðàáîòåíèÿ ïàðàëåëåí àëãîðèòúì çà ðåàëèçàöèè âúðõóñèñòåìè ñ îáùà ïàìåò.�åçóëòàòèòå ïðåäñòàâåíè â òàçè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â [24, 25℄. Òå ñà ïðèëîæåíèîò G. Benheva, I. Georgiev, S. Margenov [22℄ ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà ïàðàëåëåí äâó-íèâîâ ïðåîáóñëîâèòåë çà àíèçîòðîïíè çàäà÷è, äèñêðåòèçèðàíè ÷ðåç Crouzeix-Raviartòðèúãúëíè íåêîí�îðìíè åëåìåíòè. Ïî-òî÷íî, äîïúëíåíèåòî íà Øóð çà ïðåäëîæåíî-òî â G. Benheva, I. Georgiev, S. Margenov [22℄ áëî÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ñúîòâåòíàòàìàòðèöà íà êîðàâèíà èìà ïîäîáíà ñòðóêòóðà è ïàðàëåëíèòå ñâîéñòâà íà äâàòà àëãî-ðèòúìà ñè ïðèëè÷àò. 105



106 Ïàðàëåëíè èòåðàöèîííè ìåòîäè4.1 Ñòðàòåãèÿ íà ïðåîáóñëàâÿíåòîÂ òàçè ñåêöèÿ å ïðåäñòàâåíà ñúùíîñòòà íà MIC(0) è íà ïðåäëîæåíàòà ïîåëåìåíòíàêîíñòðóêöèÿ íà ïðåîáóñëîâèòåëÿ. Ïîâå÷å èí�îðìàöèÿ îòíîñíî MIC(0) ìîæå äà ñåíàìåðè â [26, 51, 52℄.�åàëíàòà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöà A ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà íà äèàãîíàëíà(D), ñòðîãî äîëíî- (�eL) è ãîðíî- (�eL)t òðèúãúëíè ÷àñòè(4.1.1) A = D � eL� eLt :Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ïðèáëèæåíà �àêòîðèçàöèÿ íà A(4.1.2) CMIC(0)(A) = (X � eL)X�1(X � eL)t ;êúäåòî X = diag(x1; : : : ; xN) å äèàãîíàëíà ìàòðèöà îïðåäåëåíà îò óñëîâèåòî çà ðàâíèñóìè íà åëåìåíòèòå ïî ðåäîâå(4.1.3) CMIC(0)(A)e = Ae ; e = (1; : : : ; 1)t 2 RN :Êàçâà ñå, ÷å (4.1.2), (4.1.3) å óñòîé÷èâà MIC(0) �àêòîðèçàöèÿ íà A, àêî X > 0 èñëåäîâàòåëíî CMIC(0)(A) å ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà. Îòíîñíî êîíñòðóêöèÿòà è óñòîé-÷èâîñòòà íà MIC(0) �àêòîðèçàöèÿòà å â ñèëà ñëåäíàòà òåîðåìà.Òåîðåìà 4.1.1 Íåêà A = faijg å ñèìåòðè÷íà ðåàëíà N � N ìàòðèöà è A = D �eL� eLt. Îñâåí òîâà, íåêà (íåðàâåíñòâàòà ñà ïîêîìïîíåíòíè)eL � 0 ;Ae � 0 ;Ae + eLte > 0 ; e = (1; � � � ; 1)t 2 RN ;ò. å. A å ñëàáî äèàãîíàëíî äîìèíèðàùà ìàòðèöà ñ íåïîëîæèòåëíè èçâúíäèàãîíàëíèåëåìåíòè è A + eLt = D � eL å ñòðîãî äèàãîíàëíî äîìèíèðàùà. Òîãàâàxi = aii � i�1Xk=1 aikxk NXj=k+1akjñà ïîëîæèòåëíè è ìàòðèöàòà X = diag(x1; � � � ; xN ) äå�èíèðà óñòîé÷èâà MIC(0)�àêòîðèçàöèÿ íà A.Çàáåëåæêà 4.1.1 ×èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ïðåäñòàâåíè â òàçè ãëàâà ñà èçïúë-íåíè èçïîëçâàéêè ïåðòóðáèðàíà âåðñèÿ íà MIC(0) àëãîðèòúìà, êúäåòî íåïúëíàòà



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 107�àêòîðèçàöèÿ å ïðèëîæåíà âúðõó ìàòðèöàòà eA = A + eD. Äèàãîíàëíàòà ïåðòóð-áàöèÿ eD = eD(�) = diag(ed1; : : : edN) å äå�èíèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:edi = ( �aii ïðè aii � 2wi�1=2aii ïðè aii < 2wi ;êúäåòî wi = �Xj>i aij :Òóê 0 < � < 1 å êîíñòàíòà îò ïîðÿäúêà íà ìèíèìàëíàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íàA. Èç÷èñëåíèÿòà çà ðàçãëåäàíèòå ìîäåëíè çàäà÷è ñà ñ � = h2.Çà äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ CMIC(0)(A), òðÿáâà äà ñå ðåøè åäíàñèñòåìà ñ äîëíî-òðèúãúëíà ìàòðèöà, åäíà � ñ ãîðíî-òðèúãúëíà è åäíà � ñ äèàãîíàë-íà ìàòðèöà. Äâå îò òåçè ñòúïêè ñå îñíîâàâàò íà ðåêóðñèâíè èç÷èñëåíèÿ è ïî òàçèïðè÷èíà ðåçóëòàòíèÿ PCG àëãîðèòúì â îñíîâàòà ñè å ïîñëåäîâàòåëåí. Çà äà ìîæå äàñå íàïðàâè ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ, ñå âúâåæäà ëîêàëíî êîíñòðóèðàíà àïðîêñèìàöèÿB íà èçõîäíàòà ìàòðèöà íà êîðàâèíà A. Ïðåäëîæåíèÿò ïîäõîä å â ñèëà è çà äâàòàâàðèàíòà (MP è MV) âúçëîâè áàçèñíè �óíêöèè, âúâåäåíè â ò. 1.1 â çàâèñèìîñò îò èí-òåðïîëàöèîííèÿ îïåðàòîð � ïîòî÷êîâ èëè èíòåãðàëåí. Çà äà ñå èëþñòðèðàò îñíîâíèòåèäåè íà àëãîðèòúìà, ñå ðàçãëåæäà çàäà÷à â êâàäðàòíà îáëàñò 
. Èçïîëçâà ñå ñòàí-äàðòíî îðèåíòèðàíà ïðàâîúãúëíà ìðåæà, êàòî íîìåðèðàíåòî íà íåèçâåñòíèòå ñëåäâàêîëîíèòå îò âúçëèòå. Íåêà ni å áðîÿò íà íåêîí�îðìíèòå åëåìåíòè ïî íàïðàâëåíèåyi. Òîãàâà ðàçìåðíîñòòà íà ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà A ñëåä íàëàãàíå íà ãðàíè÷íèòåóñëîâèÿ å N = n1(2n2 + 1) + n2. Ñëåäâàéêè ñòàíäàðòíàòà ïðîöåäóðà çà àñåìáëèðàíåâ ÌÊÅ, ìàòðèöàòà A ñå çàïèñâà âúâ âèäàA = Xe2!h LTe AeLe :Òóê Ae å åëåìåíòíàòà ìàòðèöà íà êîðàâèíà, à Le å ðåñòðèêöèÿòà íà ãëîáàëíèÿ âåêòîðíà íåèçâåñòíèòå âúðõó òåêóùèÿ ÷åòèðèúãúëåí åëåìåíò e. Ñòðóêòóðàòà íà ìàòðèöàòàA, ñúîòâåòñòâàùà íà òàêàâà ìîäåëíà çàäà÷à å ïîêàçàíà íà Ôèãóðà 4.1(a). Âèæäà ñå, ÷åA èìà íå ïîâå÷å îò ñåäåì íåíóëåâè åëåìåíòà íà ðåä è ñàìî ïåò îò òÿõ ñà ñ ïîñòîÿííèèíäåêñè ïî îòíîøåíèå íà êîäèàãîíàëèòå. Îñòàíàëèòå ñìåíÿò àëòåðíàòèâíî ïîëîæå-íèåòî ñè, ïðîìåíÿéêè íåíóëåâàòà ñòðóêòóðà íà áëî÷íèòå ðåäîâå íà B. �åäóâàò ñåïåò íåíóëåâè áëîêà è äèàãîíàëåí áëîê ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë ñ òðè íåíóëåâè áëîêàè òðèäèàãîíàëåí áëîê ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë. Ñõåìàòà íà âðúçêèòå ñúîòâåòñòâàùè íàìàòðèöàòà íà êîðàâèíà Ae çà äàäåí çàâúðòÿí áèëèíååí íåêîí�îðìåí êðàåí åëåìåíò
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(b)Ôèã. 4.1: Ñòðóêòóðà íà (a) ìàòðèöàòà A è (b) âúâåäåíàòà ìàòðèöà B.
(a)

e
1

2

3

4

(b)

e
1

2

3

4

Ôèã. 4.2: Ñõåìà íà âðúçêèòå íà (a) ìàòðèöàòà Ae è (b) ìàòðèöàòà Be.å ïðåäñòàâåíà íà Ôèãóðà 4.2(a). Äèàãîíàëèòå íà ïóíêòèðàíèòå ÷åòèðèúãúëíèöè ñåèçîáðàçÿâàò â íåíóëåâèòå åëåìåíòè ñ ½ïðîìåíëèâà ïîçèöèÿ�. Òàêà àêî ñå ½îòðåæàò�òåçè âðúçêè â Ae, ñúîòâåòíèòå åëåìåíòè â ãëîáàëíàòà ìàòðèöà íà êîðàâèíà ùå ñå àíó-ëèðàò. Ñëåäâàéêè òàçè èäåÿ, ñå âúâåæäà ëîêàëíî ìîäè�èöèðàíà åëåìåíòíà ìàòðèöàíà êîðàâèíà Be ñúñ ñõåìà íà âðúçêèòå ïîêàçàíà íà Ôèãóðà 4.2(b). Êîìïîíåíòèòå íàBe ñå äå�èíèðàò òàêà:(4.1.4) Ae = 266664 �11 �12 �13 �14�21 �22 �23 �24�31 �32 �33 �34�41 �42 �43 �44
377775 ; Be = 266664 �11 0 �13 �140 �22 �23 �24�31 �32 �33 0�41 �42 0 �44

377775 ;êúäåòî �11 = �11 + �12 ; �22 = �22 + �21 ; �33 = �33 + �34 ; �44 = �44 + �43 ;ò. å. Ae è Be èìàò ðàâíè ñóìè íà åëåìåíòèòå ïî ðåäîâå. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å Ker(Ae) =Ker(Be). ×ðåç ïîåëåìåíòíî àñåìáëèðàíå íà äå�èíèðàíèòå ìàòðèöè Be, ñå ïîëó÷àâàãëîáàëíà ìàòðèöà B = Xe2!h LTe BeLe



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 109ñ ðåãóëÿðíà áëî÷íà ñòðóêòóðà èëþñòðèðàíà íà Ôèãóðà 4.1(b). Ñòðóêòóðàòà íà Bìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî íàêëîíåí ïåòòî÷êîâ øàáëîí (âæ. Ôèãóðà 4.3), êàòî â
Ôèã. 4.3: Íàêëîíåí ïåòòî÷êîâ øàáëîí.íàé-îáùà ïîñòàíîâêà A è B ñà ñïåêòðàëíî åêâèâàëåíòíè.Ñèñòåìàòà (1.1.10) ñå ðåøàâà ÷ðåç PCG àëãîðèòúì ñ ïðåîáóñëîâèòåë C çà A äå-�èíèðàí ÷ðåç C = CMIC(0)(B) :Çàáåëåæêà 4.1.2 Òîçè òèï ëîêàëíà àïðîêñèìàöèÿ çà A áåøå èçïîëçâàí è â ò. 2.4,êàòî ðàçëèêàòà å â îðèåíòàöèÿòà íà ìðåæàòà è íåîáõîäèìàòà ñòðóêòóðà íàìàòðèöàòà B. Â ò. 2.4 öåëòà áå äà ñå êîíñòðóèðà ïðåîáóñëàâÿùà ìàòðèöà B ñðàçäåëÿùè ñå ïðîìåíëèâè. Òóê óñëîâèÿòà çà óñòîé÷èâà MIC(0) �àêòîðèçàöèÿ ñàâ ñèëà çà B (âæ. ò. 4.2) êàòî äèàãîíàëíèòå áëîêîâå íà B ïîçâîëÿâàò å�åêòèâíàïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿ íà ïîëó÷åíèÿ PCG àëãîðèòúì.4.2 Ìîäåëåí àíàëèç íà ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñòÀíàëèçúò íà ñïåêòðàëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò â òàçè ñåêöèÿ ïîâòàðÿ ñõåìàòà îòò. 2.4.2. Îòíîâî ñå ðàçãëåæäà àíèçîòðîïíàòà çàäà÷à àñîöèèðàíà ñ áèëèíåéíàòà �îðìàah(u; v) = Xe2!h Ze a(e)( �u�y1 �v�y1 + " �u�y2 �v�y2 )dy :Ñåãà !h å ñòàíäàðòíî îðèåíòèðàíà ìðåæà, ñúñòîÿùà ñå îò êâàäðàòíè åëåìåíòè ñúññòðàíè, óñïîðåäíè íà êîîðäèíàòíèòå îñè. Êîå�èöèåíòúò a(e) å êîíñòàíòà âúðõó âñåêèåëåìåíò e 2 !h, à " > 0 å ïàðàìåòúðúò íà àíèçîòðîïèÿ.Ñòàíäàðòíàòà ñõåìà íà ÌÊÅ çà ïðåñìÿòàíå íà åëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíàèçïîëçâà âúçëîâèòå áàçèñíè �óíêöèè b�i ; i = 1; : : : ; 4 (âæ. ò. 1.1.2) è ñìÿíà íà ïðî-ìåíëèâèòå, èçîáðàçÿâàùà áàçîâèÿ åëåìåíò E â e 2 !h (Ôèãóðà 4.4), ïðè êîÿòî (çàðàçëèêà îò ò. 2.4) íå å íåîáõîäèìà ðîòàöèÿ.
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Ôèã. 4.4: Ëîêàëåí åëåìåíò e è áàçîâ åëåìåíò E.Åëåìåíòíèòå ìàòðèöè íà êîðàâèíà ñúîòâåòñòâàùè íà MP è MV ðîòèðàíè áèëè-íåéíè åëåìåíòè ñàAMPe = a(e)3 266664 4 + " �2 + " �1� " �1� "�2 + " 4 + " �1� " �1� "�1� " �1� " 1 + 4" 1� 2"�1� " �1� " 1� 2" 1 + 4"
377775 ;

AMVe = a(e)4 266664 7 + 3" �1 + 3" �3(1 + ") �3(1 + ")�1 + 3" 7 + 3" �3(1 + ") �3(1 + ")�3(1 + ") �3(1 + ") 3 + 7" 3� "�3(1 + ") �3(1 + ") 3� " 3 + 7"
377775 :Ëîêàëíèòå ìàòðèöè Be ñå ïîëó÷àâàò ÷ðåç �îðìóëèòå (4.1.4) è èìàò âèäàBMPe = a(e)3 266664 2 + 2" 0 �1� " �1� "0 2 + 2" �1� " �1� "�1� " �1� " 2 + 2" 0�1� " �1� " 0 2 + 2"

377775 ;
BMVe = a(e)4 266664 6(1 + ") 0 �3(1 + ") �3(1 + ")0 6(1 + ") �3(1 + ") �3(1 + ")�3(1 + ") �3(1 + ") 6(1 + ") 0�3(1 + ") �3(1 + ") 0 6(1 + ")

377775 :Òàçè ìîäè�èêàöèÿ ïîíÿêîãà ñå íàðè÷à ½äèàãîíàëíà êîìïåíñàöèÿ�.Çà äà îöåíèì ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò �(B�1A) ïðèëàãàìå ëîêàëåí àíàëèç çà Aeè Be. Íåêà îòáåëåæèì îùå âåäíúæ, ÷å çà âñÿêî " > 0 å â ñèëà: 1) ìàòðèöèòå Aeè Be ñà ïîëîæèòåëíî ïîëóîïðåäåëåíè; 2) Ker(Ae) = Ker(Be) = Spanfeg, êúäåòîet = (1; 1; 1; 1). Ïðè òåçè óñëîâèÿ, ëîêàëíèòå ñïåêòðàëíè çàäà÷è çà âàðèàíòèòå MP èMV ñå çàïèñâàò âúâ âèäà(4.2.5) AMPe w = �BMPe w ; AMVe w = �BMVe w ; w 6=  et :



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 111Âìåñòî (4.2.5) å äîñòàòú÷íî äà ðåøèì ðåäóöèðàíè 3 � 3 ñïåêòðàëíè çàäà÷è (âæ.V. Eijkhout, P. Vassilevski [43℄). Èçñëåäâàìå ëîêàëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò�((Be)�1Ae) = �max�min çà ñëó÷àÿ 0 < " � 1. Îöåíêèòå ïðè " > 1 ñà ïîäîáíè, íî ñ 1"âìåñòî ñ ".Çà MP ðåäóöèðàíàòà ñïåêòðàëíà çàäà÷à âîäè äî ñëåäíîòî õàðàêòåðèñòè÷íî óðàâ-íåíèå çà �:(4.2.6) det2664 4 + "� �(2 + 2") �2 + " (1� �)(�"� 1)�2 + " 4 + "� �(2 + 2") (1� �)(�"� 1)(1� �)(�"� 1) (1� �)(�"� 1) 1 + 4"� �(2 + 2") 3775 = 0:Êîðåíèòå ìó ñà �1 = 1, �2 = 3"1 + " , �3 = 31 + " è çà " 2 (0; 1℄ å â ñèëà �1 < �3,�2 � �3, ò.å. �max = �3. Çà èíòåðâàëà " 2 (0; 12) èìàìå �2 < �1 < �3, îòêúäåòîñëåäâà, ÷å �((BMPe )�1AMPe ) = 1" . Çà " 2 (12 ; 1) å â ñèëà �1 < �2 < �3 è ñëåäîâàòåëíî�((BMPe )�1AMPe ) = 31 + " . Êîãàòî " = 12 , ñå ïîëó÷àâà, ÷å �1 = �2 = 1; �3 = 2 è îòòóê �((BMPe )�1AMPe ) = 2. Àêî çàäà÷àòà å èçîòðîïíà, ò.å. " = 1, òî �2 = �3 = 32 è�((BMPe )�1AMPe ) = 32 .Õàðàêòåðèñòè÷íîòî óðàâíåíèå çà MV(4.2.7) det2664 7 + 3"� �(6 + 6") �1 + 3" (1� �)(�3"� 3)�1 + 3" 7 + 3"� �(6 + 6") (1� �)(�3"� 3)(1� �)(�3"� 3) (1� �)(�3"� 3) 3 + 7"� �(6 + 6") 3775 = 0èìà êîðåíè �1 = 1, �2 = 4"3(1 + ") , �3 = 43(1 + ") . Çà " 2 (0; 1℄ ñå ïîëó÷àâà �2 < �1,�2 � �3, ò.å. �min = �2. Çà èíòåðâàëà " 2 (0; 13) å â ñèëà �2 < �1 < �3, îòêú-äåòî ñëåäâà, ÷å �((BMVe )�1AMVe ) = 1" . Çà " 2 (13 ; 1) èìàìå �2 < �3 < �1 è ñåãà�((BMVe )�1AMVe ) = 3(1 + ")4" . Êîãàòî " = 13 , ñå ïîëó÷àâà, ÷å �1 = �3 = 1; �2 = 13 èîò òóê �((BMVe )�1AMVe ) = 3. Àêî çàäà÷àòà å èçîòðîïíà, ò.å. " = 1, òî �2 = �3 = 23 è�((BMVe )�1AMVe ) = 32 .�ëîáàëíàòà îöåíêà çà ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò ñå ïîëó÷àâà îò ïðåäñòàâåíèÿ ëîêà-ëåí àíàëèç. Òÿ ñëåäâà äèðåêòíî îò íåðàâåíñòâàòàvTAv = Xe2!h vTe LTe AeLeve � �max Xe2!h vTe LTe BeLeve = �maxvTBv



112 Ïàðàëåëíè èòåðàöèîííè ìåòîäèè àíàëîãè÷íî vTAv � �minvTBv:Ñëåäîâàòåëíî�((BMP )�1AMP ) � 1" ; " 2 (0; 12) ; �((BMV )�1AMV ) � 1" ; " 2 (0; 13) ;�((BMP )�1AMP ) � 31 + " ; " 2 [12 ; 1℄ ; �((BMV )�1AMV ) � 3(1 + ")4" ; " 2 [13 ; 1℄ ;ò. å. �(B�1A) � �(B�1e Ae).Ôóíêöèèòå f(") = 31 + " çà " 2 [12 ; 1℄ è g(") = 3(1 + ")4" çà " 2 [13 ; 1℄ ñà ìîíîòîííîíàìàëÿâàùè â ñúîòâåòíèòå èíòåðâàëè çà ". Ñëåäîâàòåëíî f(") � f(12) = 2 è g(") �g(13) = 3, ò.å. �(B�1A) å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â èíòåðâàëà " 2 [12 ; 1℄ çà MP è ïðè" 2 [13 ; 1℄ çà MV. ×èñëîòî �(B�1A) å íåîãðàíè÷åíî çà MP ïðè " 2 (0; 12) è çà MV ïðè" 2 (0; 13).�åçóëòàòúò îò ëîêàëíèÿ àíàëèç ñå îáîáùàâà â ñëåäíàòà òåîðåìà.Òåîðåìà 4.2.1 �àçãëåæäà ñå àíèçîòðîïíà åëèïòè÷íà ãðàíè÷íà çàäà÷à (1.1.9), äèñ-êðåòèçèðàíà âúðõó êâàäðàòíà ìðåæà îò íåêîí�îðìíè ÊÅ. Òîãàâà:(i) ðàçðåäåíàòà àïðîêñèìàöèÿ B íà ìàòðèöàòà íà êîðàâèíà A óäîâëåòâîðÿâà óñ-ëîâèÿòà íà Òåîðåìà 4.1.1 çà óñòîé÷èâà MIC(0) �àêòîðèçàöèÿ è çà äâàòà ñëó-÷àÿ MP è MV;(ii) ìàòðèöèòå B è A ñà ñïåêòðàëíî åêâèâàëåíòíè. Ïðè òîâà, ïî îòíîøåíèå íàïðîèçâîëíè ñêîêîâå íà êîå�èöèåíòèòå ñà â ñèëà ñëåäíèòå ðàâíîìåðíè îöåíêèçà îòíîñèòåëíîòî ÷èñëî íà îáóñëîâåíîñò:�((BMP )�1AMP ) � 2 çà " 2 [12 ; 1℄ ;(4.2.8) �((BMV )�1AMV ) � 3 çà " 2 [13 ; 1℄ :(4.2.9)Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å óñëîâèåòî eL � 0 íà Òåîðåìà 4.1.1 çà AMV íå å óäîâëåò-âîðåíî çà íèêîå " 2 (0; 1℄, à çà AMP , òî íå å â ñèëà çà " 2 (0; 12). Çà ìàòðèöàòà B, òîå â ñèëà çà âñÿêî " 2 (0; 1℄ çà MP è MV.Èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò íà åäíà èòåðàöèÿ íà ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì åN PCG=MIC(0)it (A�1b) � N (C�1v) +N (Av) + 10N :



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 113Ìàòðèöàòà A èìà íå ïîâå÷å îò 7 íåíóëåâè åëåìåíòà â ðåä è ñëåäîâàòåëíî N (Av) �13N . Çà ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ C ñå ðåøàâàò åäíà ñèñòåìà ñ äîëíî-òðèúãúëíàìàòðèöà, åäíà � ñ ãîðíî-òðèúãúëíà è åäíà � ñ äèàãîíàëíà (âæ. (4.1.2), íî çà ìàò-ðèöàòà B). Âñåêè îò òðèúãúëíèòå ìíîæèòåëè èìà íå ïîâå÷å îò 3 (äèàãîíàëåí è äâàèçâúíäèàãîíàëíè) íåíóëåâè åëåìåíòà è çà ðåøàâàíåòî íà ñúîòâåòíèòå ñèñòåìè ÷ðåçïðàâ èëè îáðàòåí õîä ñà íåîáõîäèìè ïî � 5N àðèòìåòè÷íè îïåðàöèè (àð. îï.). Çàñèñòåìàòà ñ äèàãîíàëíàòà ìàòðèöà ñà íåîáõîäèìè N àð. îï. Îáùî N (C�1v) � 11N ,îòêúäåòî(4.2.10) N PCG=MIC(0)it (A�1b) � 34N :Ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà PCG çàâèñè îò �(C�1A), êúäåòî C = CMIC(0)(B). Çàìîäåëíè çàäà÷è �(C�1A) å èçñëåäâàíî îò I. Gustafsson [51, 52℄ è R. Blaheta [26℄, êàòîå ïîêàçàíî, ÷å ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò å ñ ïîðÿäúê O(N 14 ), ò.å. �(C�1A) = O(N 12 ). Âìíîæåñòâî ïóáëèêàöèè, ñúùèÿò ïîðÿäúê çà áðîÿ íà èòåðàöèèòå å åêñïåðèìåíòàëíîïîòâúðäåí çà øèðîê êëàñ çàäà÷è âêëþ÷èòåëíî âúðõó íåñòðóêòóðèðàíè ìðåæè.4.3 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè � I�àçãëåäàíà å ìîäåëíàòà àíèçîòðîïíà çàäà÷à �uxx� "uyy = f(x; y) â åäèíè÷íèÿ êâàä-ðàò, êàòî ñà ïðåäïîëîæåíè õîìîãåííè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Äèðèõëå âúðõó äîëíàòàñòðàíà íà ãðàíèöàòà. Ïðåäñòàâåíèòå ÷èñëåíè ðåçóëòàòè èëþñòðèðàò ñêîðîñòòà íàñõîäèìîñò íà PCG àëãîðèòúìà çà ðàçãëåæäàíèÿ MIC(0) ïðåîáóñëîâèòåë. Çà äâàòàâàðèàíòà MP è MV íà áàçèñíèòå �óíêöèè, ñå âàðèðà ðàçìåðíîñòòà íà äèñêðåòíàòàçàäà÷à è ñòîéíîñòòà íà ïàðàìåòúðà íà àíèçîòðîïèÿ " 2 (0; 1℄. Îòíîñèòåëíèÿò êðèòå-ðèé çà ñïèðàíå íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ â PCG àëãîðèòúìà å (C�1rnit; rnit)(C�1r0; r0) < 10�6 ;êúäåòî ri å ðåçèäóàëà íà i-òàòà èòåðàöèÿ, ñ C å îçíà÷åí ïðåîáóñëîâèòåëÿò, à (�; �) åñòàíäàðòíîòî Åâêëèäîâî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå. Èçïîëçâàíà å ðàâíîìåðíà êâàäðàò-íà ìðåæà ñ ïàðàìåòúð h = 1n . �àçìåðíîñòòà íà äèñêðåòíàòà çàäà÷à å N = 2n(n + 1).Ïîëó÷åíèÿò áðîé èòåðàöèè çà MP è MV å ïðåäñòàâåí ñúîòâåòíî â Òàáëèöà 4.1 è Òàá-ëèöà 4.2. Ïúðâàòà èì êîëîíà ïðåäñòàâÿ ìðåæîâèÿ ïàðàìåòúð ÷ðåç ñòîéíîñòòà n, àâ îñòàíàëèòå å äàäåí áðîÿò íà èòåðàöèèòå çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà íààíèçîòðîïèÿ ".Îò ïðåäñòàâåíèòå ÷èñëåíè ðåçóëòàòè ìîæåì äà íàïðàâèì ñëåäíèòå èçâîäè:� Áðîÿò íà èòåðàöèèòå âúâ âñè÷êè ñëó÷àè å O(pn) = O(N1=4).� Ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò å ïî-äîáðà çà âàðèàíò MP.



114 Ïàðàëåëíè èòåðàöèîííè ìåòîäèÒàáëèöà 4.1: Áðîé íà èòåðàöèèòå íà PCG: MIC(0) ïðåîáóñëàâÿíå çà MP.n n " 1.0 0.8 0.6 0.55 0.51 0.5 0.49 0.45 0.4 0.2 0.1 0.0164 34 35 37 37 38 38 38 40 40 52 64 161128 49 48 52 54 54 54 55 56 57 73 100 262256 71 70 73 76 76 77 77 78 81 105 141 392512 104 99 104 106 109 108 109 110 114 148 201 6241024 148 140 149 152 152 154 155 155 160 212 285 910Òàáëèöà 4.2: Áðîé íà èòåðàöèèòå íà PCG: MIC(0) ïðåîáóñëàâÿíå çà MV.n n " 1.0 0.8 0.6 0.4 0.35 0.34 0.33 0.32 0.3 0.2 0.1 0.0164 39 40 42 47 49 49 50 50 50 57 70 181128 56 58 62 68 72 73 72 72 73 85 111 293256 81 83 87 95 100 102 103 104 106 121 166 438512 119 118 124 136 143 145 147 150 153 174 234 6971024 167 169 178 188 198 195 199 209 218 248 329 1050� Â èíòåðâàëèòå íà ðàâíîìåðíà îãðàíè÷åíîñò çà ÷èñëîòî íà îáóñëîâåíîñò (âæ.(4.2.8), (4.2.9)) áðîÿò íà èòåðàöèèòå ñå óâåëè÷àâà ïëàâíî ñ íàìàëÿâàíå íà ".� Êîãàòî �(B�1A) ! 1, ò.å. ïðè " ! 0, áðîÿò íà èòåðàöèèòå áúðçî ðàñòå è âäâàòà ñëó÷àÿ (MP è MV).4.4 Ïàðàëåëíà ðåàëèçàöèÿÊàê ñå ðàçïðåäåëÿò äàííèòå è èç÷èñëåíèÿòà ìåæäó ïðîöåñîðèòå? Êàêúâ òèï êîìó-íèêàöèè ñà íåîáõîäèìè? Êîëêî äîáúð å ïðåäëîæåíèÿò ïàðàëåëåí àëãîðèòúì? Òîâàñà îñíîâíèòå âúïðîñè ðàçãëåäàíè â òàçè ñåêöèÿ.4.4.1 Äàííè, èç÷èñëåíèÿ è êîìóíèêàöèèÍåêà ñ P0; P1; : : : ; PNp�1 ñà îçíà÷åíè ïðîöåñîðèòå íà ïàðàëåëíàòà èç÷èñëèòåëíà ñèñ-òåìà. Ïðåäïîëàãà ñå ñúùî, ÷å ìîäåëíàòà êâàäðàòíà îáëàñò ïîêàçàíà íà Ôèãóðà 4.5å ðàçäåëåíà íà n1 � n2 íåêîí�îðìíè ÷åòèðèúãúëíè åëåìåíòè. Âñÿêà âåðòèêàëíà ëè-íèÿ îò âúçëè (èçïîëçâàíî å ïîäðåæäàíå íà íåèçâåñòíèòå ïî ñòúëáîâå) ñúîòâåòñòâà íàåäèí îò áëîêîâåòå ïî äèàãîíàëà íà ìàòðèöèòå A è B (âæ. ñúùî Ôèãóðà 4.1). Çàáåëÿç-
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Ôèã. 4.5: �àçïðåäåëÿíå íà äàííèòå � Np = 3, N = n1(2n2 + 1) + n2, n1 = 9, n2 = 9.âà ñå, ÷å ïúðâàòà ëèíèÿ èìà n2 âúçåëà, âòîðàòà (n2 + 1) âúçåëà, òðåòàòà èìà îòíîâîn2 âúçåëà è ò. í. Òîâà âîäè äî àëòåðíàòèâíî ïðîìåíÿùà ñå ãîëåìèíà íà áëîêîâåòåïî äèàãîíàëà íà A (è B), êàòî íå÷åòíèòå áëîêîâå ñà îò ðåä n2, à çà ÷åòíèòå òîé å(n2 + 1). Îáùèÿò áðîé áëîêîâå å 2n1 + 1 è ðàçìåðíîñòòà N íà äèñêðåòíàòà çàäà÷à åN = n1(2n2 + 1) + n2.Îáëàñòòà ñå ðàçäåëÿ íà Np õîðèçîíòàëíè èâèöè ñ ïðèáëèçèòåëíî ðàâåí áðîé åëå-ìåíòè. Íåêà n2 = q:Np + r, q; r 2 N, r < Np. Òîãàâà ïúðâèòå r èâèöè èìàò q + 1ëèíèè îò åëåìåíòè, îñòàíàëèòå ñå ñúñòîÿò îò q ðåäà è âñÿêà ëèíèÿ èìà n1 åëåìåíòà.Âñåêè äâå èâèöè ñ îáùà ãðàíèöà ñå àñîöèèðàò ñ ïðîöåñîðè ñ ïîñëåäîâàòåëíè íîìåðà.Âúçëèòå ïî ãðàíèöèòå íà òåçè èâèöè ïðèíàäëåæàò ïî ïðåäïîëîæåíèå íà ïðîöåñîðàñ ïî-ãîëÿì íîìåð (âæ. Ôèãóðà 4.5). Òîâà âîäè äî ðàçäåëÿíå íà âñåêè îò áëî÷íèòåðåäîâå íà ìàòðèöèòå A è B íà èâèöè ñ ïðèáëèçèòåëíî ðàâåí áðîé óðàâíåíèÿ. Âñè÷êèâåêòîðè ñà ðàçïðåäåëåíè ïî ñúùèÿ íà÷èí. Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å çàðàäè âåð-òèêàëíîòî ïîäðåæäàíå íà íåèçâåñòíèòå, âñåêè ïðîöåñîð ñúäúðæà èâèöà îò âñÿêî îòáëî÷íèòå óðàâíåíèÿ, à íå åäíà èâèöà îò öÿëàòà ñèñòåìà.Êàê ñà ðàçïðåäåëåíè èç÷èñëåíèÿòà è êàêâè êîìóíèêàöèè ñà íåîáõîäèìè? Âñÿêàèòåðàöèÿ íà PCG (âæ. ò. 1.2.2) âêëþ÷âà ðåøàâàíå íà åäíà ñèñòåìà ñ ïðåîáóñëîâèòå-ëÿ C, åäíî óìíîæåíèå íà ìàòðèöà ïî âåêòîð ñ èçõîäíàòà ìàòðèöà A, äâå ñêàëàðíèïðîèçâåäåíèÿ è òðè ñâúðçàíè âåêòîðíè îïåðàöèè îò âèäà v := �v + u.Âñåêè ïðîöåñîð ïðåñìÿòà íåãîâàòà ÷àñò îò âåêòîðà v è íå ñà íåîáõîäèìè êîìóíèêà-öèè çà ñâúðçàíèòå âåêòîðíè îïåðàöèè. Ñëåä ïðåñìÿòàíå íà ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿñúîòâåòñòâàùè íà òåõíèòå ÷àñòè îò âåêòîðè, ïðîöåñîðèòå òðÿáâà äà èçâúðøàò åäíàãëîáàëíà êîìóíèêàöèÿ çà åäíî ÷èñëî, çà äà ñóìèðàò êðàéíèÿ ðåçóëòàò.Çà äà ïîëó÷è êîìïîíåíòèòå íà Av, çà êîèòî äàäåí ïðîöåñîð, íàïðèìåð Pi, îòãîâà-



116 Ïàðàëåëíè èòåðàöèîííè ìåòîäèðÿ, òîé íàé-íàïðåä òðÿáâà äà êîìóíèêèðà ñ ïðîöåñîðè Pi�1 è Pi+1. Ïðè òîâà Pi òðÿáâàäà ïîëó÷è íÿêîè êîìïîíåíòè íà âåêòîðà v è äà èçïðàòè íà Pi�1 è Pi+1 ñúîòâåòíèòåäàííè. Ñëåä êàòî ïðèêëþ÷è ïðåõâúðëÿíåòî, Pi ìîæå äà èçâúðøè óìíîæåíèåòî íàìàòðèöà ïî âåêòîð ñ íåãîâàòà ÷àñò îò A.Ôèãóðà 4.6 èëþñòðèðà êîìóíèêàöèèòå îòíàñÿùè ñå çà Pi, êàêòî çà Av, òàêà è çà
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−t(L  v)Ôèã. 4.6: Ñõåìà íà êîìóíèêàöèèòå çà óìíîæåíèå íà ìàòðèöà ïî âåêòîð (Av) è çàðåøàâàíå íà ñèñòåìè ñ äîëíî- (L�1v) è ãîðíî- (L�tv) òðèúãúëíà ìàòðèöà.ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìè ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ C. Âñÿêà îò êîìïîíåíòèòå (Av), (L�1v) è(L�tv) ïðåäñòàâëÿâà èâèöàòà îò îáëàñòòà ñâúðçàíà ñ ïðîöåñîð Pi è íàé-áëèçêèòå ÷àñòèîò äàííèòå â Pi�1 è Pi+1. Ïóíêòèðàíèòå ëèíèè îçíà÷àâàò, ÷å äàííèòå îò òåçè ÷àñòèíà îáëàñòòà íå ñå íàìèðàò â ïðîöåñîðà, íî å îñèãóðåíà äîïúëíèòåëíà ïàìåò, çà äà ñåèçâúðøàò êîìóíèêàöèèòå. Ñ Æ ñà îçíà÷åíè êîìïîíåíòèòå, êîèòî Pi èçïðàùà íà Pi+1,à ñ � � òåçè çà Pi�1. Çíàêúò � ïîêàçâà ìÿñòîòî, êúäåòî ñå çàïèñâàò ïðåõâúðëåíèòåêîìïîíåíòè. Ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí, ïðîöåñîðúò Pi òðÿáâà è äà ïîëó÷è ñúîòâåòíèòåäàííè îò ïðîöåñîðè Pi�1 è Pi+1.È òàêà, çà äà ñå èçâúðøè óìíîæåíèåòî íà ìàòðèöà ïî âåêòîð, ïðîöåñîð Pi òðÿáâàäà èçïðàòè 2n1 + 1 åëåìåíòà îò v (âñè÷êè Æ-÷åòà) íà Pi+1 è äà ïîëó÷è îò íåãî n1(âñè÷êè �-÷åòà íà Pi+1) ÷èñëà. Âñè÷êè íåîáõîäèìè çà öåëòà äàííè ñà ïðåñìåòíàòèíà ïðåäèøíàòà èòåðàöèÿ. Òå ìîãàò äà ñå ïðåõâúðëÿò íà äâå ÷àñòè � åäíà, êîÿòî äà ñåèçïðàòè îò Pi è åäíà, êîÿòî äà ñå ïîëó÷è îò íåãî. Ñëåä òîâà, Pi òðÿáâà äà êîìóíèêèðàñ Pi�1 ïî ïîäîáåí íà÷èí. Ñåãà òîé èçïðàùà åäèí âåêòîð ñ äúëæèíà n1 è ïîëó÷àâàâåêòîð ñ äúëæèíà 2n1 + 1. Â ñëó÷àÿ Np = 2 åäèíèÿò îò ñúñåäèòå Pi+1 è Pi�1 íÿìàäà ñúùåñòâóâà è ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà ñå ïðåõâúðëÿò ñàìî ïîëîâèíàòà îò ãîðíèòåäàííè.Çà äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ (âæ. (4.1.1), (4.1.2))CMIC(0)(B)w � (X � eL)X�1(X � eL)tw = v



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 117òðÿáâà äà ñå èçâúðøàò ñëåäíèòå òðè ñòúïêè: 1) íàìèðàíå íà y îò Ly = v, êúäåòîL = X � eL; 2) ïðåñìÿòàíå íà y := Xy; è 3) íàìèðàíå íà w îò Ltw = y. Íåíóëåâàòàñòðóêòóðà íà L è Lt å èëþñòðèðàíà íà Ôèãóðà 4.7. Ìàòðèöàòà X å äèàãîíàëíà,
***** ********

*************
***********

***************************

********
********

****

****
********

********

****

******** ********

*********

***********************************

****
********

********

********
********

*
***L LtÔèã. 4.7: Íåíóëåâà ñòðóêòóðà íà òðèúãúëíèòå ìíîæèòåëè L è Lt íà ïðåîáóñëîâèòåëÿCMIC(0)(B) çà A.ðàçïðåäåëåíà ìåæäó ïðîöåñîðèòå ïî îïèñàíèÿ ïî-ãîðå íà÷èí. Âàæíîòî ïðåäèìñòâîíà ìàòðèöàòà B å, ÷å âñè÷êèòå �è áëîêîâå ïî ãëàâíèÿ äèàãîíàë ñà äèàãîíàëíè. Â òîçèñëó÷àé, eL èìà íóëåâè áëîêîâå eLii; i = 1; : : : ; 2n1+1, êîåòî âîäè äî äèàãîíàëíè áëîêîâåLii = (X � eL)ii. Ñèñòåìàòà Ly = v ñå ðåøàâà ÷ðåç ñòàíäàðòíèÿ ïðàâ õîä. Áëîêúò L11å äèàãîíàëåí, ðàçäåëåí íà Np èâèöè � ïî åäíà çà âñåêè ïðîöåñîð. Òàêà L11y1 =v1 ñå ðåøàâà ïàðàëåëíî áåç êîìóíèêàöèè è ñ áàëàíñèðàíè ïî ðàâíî àðèòìåòè÷íèîïåðàöèè. Ñëåä òîâà òðÿáâà äà ñå îïðåäåëè y2 îò L21y1 + L22y2 = v2. Êîìïîíåíòàòày1 å ïðåñìåòíàòà íà ïðåäèøíàòà ñòúïêà, íî âñåêè ïðîöåñîð ñúäúðæà èâèöà îò y1.Áëîêúò L21 å äâóäèàãîíàëåí è ñëåäîâàòåëíî ïðîöåñîðúò Pi òðÿáâà äà èçïðàòè åäíàêîìïîíåíòà íà Pi+1 è äà ïîëó÷è äðóãà îò Pi�1 (âæ. Ôèãóðà 4.6(L�1v)). Òîãàâà L22y2 =v2�L21y1 ñå ðåøàâà ïàðàëåëíî áåç äðóãè êîìóíèêàöèè. Ñëåä òîâà òðÿáâà äà ñå ðåøèL32y2+L33y3 = v3. Îòíîâî òðÿáâà äà ñå ïðåõâúðëè åäíà êîìïîíåíòà íà y2, íî òîçè ïúòíà ïðîöåñîð Pi�1. Ïðîöåäóðàòà ïðîäúëæàâà äîêàòî ñå íàìåðè è ïîñëåäíèÿ áëîê íà y.Âòîðàòà ñòúïêà y := Xy å áåç êîìóíèêàöèè è å íàïúëíî ïàðàëåëíà. Ïîñëåäíàòà òðåòàñòúïêà ñå èçâúðøâà ïî ïîäîáåí íà ñòúïêà 1) íà÷èí, èçïîëçâàéêè ñòàíäàðòíèÿ îáðàòåíõîä. Êîìóíèêàöèèòå ñà èëþñòðèðàíè íà Ôèãóðà 4.6(L�tv). Êîãàòî ðåøàâàìå çàäà÷àòàâúðõó äâà ïðîöåñîðà, äàííèòå çà ïðåõâúðëÿíå íà ñòúïêè 1) è 3) ñà îòíîâî äâà ïúòèïî-ìàëêî. Âàæíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å òóê íå ìîãàò äà ñå ãðóïèðàò êîìïîíåíòè è äàñå ïðåõâúðëÿò ïî íÿêîëêî íà âåäíúæ. Â òîçè ñìèñúë âñå îùå èìà ðåêóðñèÿ, íî òÿ åçà áëîêîâåòå, à âñåêè áëîê ñå îáðàáîòâà ïàðàëåëíî.



118 Ïàðàëåëíè èòåðàöèîííè ìåòîäè4.4.2 Îöåíêè çà ïàðàëåëíè âðåìåíà è óñêîðåíèÿÂå÷å ìîãàò äà ñå èçâåäàò îöåíêè çà ïàðàëåëíèòå âðåìåíà ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà íàï-ðàâåíè â ò. 1.3.2. Âðåìåòî TNp çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà (1.1.10) ñNp ïðîöåñîðà çàâèñèîò èç÷èñëèòåëíàòà ñëîæíîñò, òèïà è êîëè÷åñòâîòî íåîáõîäèìè êîìóíèêàöèè è õàðàê-òåðèñòèêèòå íà êîíêðåòíèÿ ïàðàëåëåí êîìïþòúð. Òúé êàòî ïàðàëåëíèòå ñâîéñòâà íåçàâèñÿò îò áðîÿ íà èòåðàöèèòå, äîñòàòú÷íî å äà ñå îöåíè âðåìåòî TNp çà åäíà èòåðà-öèÿ è äà ñå èçïîëçâà ïðè àíàëèçà íà óñêîðåíèåòî è å�åêòèâíîñòòà. Èç÷èñëèòåëíàòàñëîæíîñò çà ïðîöåñîð å N it;NpPCG � 34NNp çàùîòî: ðåøàâàíå íà åäíà ñèñòåìà ñ CN�N èçèñ-êâà � 11 NNp àð. îï.; åäíî óìíîæåíèå íà ìàòðèöà ïî âåêòîð ñ AN�N ñå èçâúðøâà ÷ðåç� 13 NNp àð. îï.; äâå ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ ñå ïðåñìÿòàò çà 4 NNp àð. îï.; è çà òðèòåñâúðçàíè âåêòîðíè îïåðàöèè v := �v + u ñà íåîáõîäèìè 6 NNp àð. îï. Ñëåäîâàòåëíî,âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿ å(4.4.11) T ita = 34 NNp :ta :Âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè å ñóìà îò ñúîòâåòíèòå âðåìåíà çà ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ,óìíîæåíèåòî íà ìàòðèöà ñ âåêòîð è ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ. Çàâñÿêî îò ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ å íåîáõîäèìà ãëîáàëíà êîìóíèêàöèÿ, ñúñòàâåíàîò åäèí all_to_one redue çà åäíî ÷èñëî è åäèí one_to_all broadast îòíîâî çà åäíî÷èñëî: Tom(in: pr:) = r(Np; 1) + b(Np; 1) = 2 b(Np; 1) (âæ. ò. 1.3.2). Ñúãëàñíî Òàáëè-öà 1.1, îáùîòî âðåìå Tom(2 in: pr:) = 4 b(Np; 1) çà äâåòå ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ çàïðúñòåí, êâàäðàòíà ìðåæà è õèïåðêóá (îçíà÷åíè ñúîòâåòíî ñ ãîðíè èíäåêñè r; m èh) å: T rom(2 in: pr:) = 4 (ts + tw)�Np2 � ;Tmom(2 in: pr:) = 8 (ts + tw)&pNp2 ' ;T hom(2 in: pr:) = 4 (ts + tw) logNp :Òåçè âðåìåíà çàâèñÿò îò àðõèòåêòóðàòà è áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå, íî íå çàâèñÿò îòðàçìåðíîñòòà íà çàäà÷àòà. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì, ÷å òå íå âëèÿÿòíà âîäåùèòå ÷ëåíîâå â îáùèòå ïàðàëåëíè âðåìåíà, êîãàòî n1 � Np. Â ðàçãëåæäàíèÿñëó÷àé, êîìóíèêàöèèòå çà Av è C�1v ñà ìåæäó ïðîöåñîðè ñ ïîñëåäîâàòåëíè èíäåêñè.Òå ñà ëîêàëíè àêî ïðîöåñîðèòå ñà ñúñåäè è �èçè÷åñêè. Ñëåäîâàòåëíî âðåìåòî çà



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 119êîìóíèêàöèè çà Av ñå îöåíÿâà ñ Tom(Av) = 2ts+(3n1+1)tw, ïðè Np = 2 è Tom(Av) =4ts+2(3n1+1)tw, ïðè Np > 2. Çà ðåøàâàíåòî íà ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ âðåìåòîå Tom(C�1v) = 4n1(ts + tw) çà ñëó÷àÿ Np = 2 è Tom(C�1v) = 8n1(ts + tw) çà ñëó÷àÿNp > 2 (Tom(C�1v) = Tom(L�1v) + Tom(L�tv)).Òàêà îáùîòî âðåìå çà êîìóíèêàöèè íà èòåðàöèÿ (êîãàòî n1 � Np) èìà âèäà(4.4.12) T itom � ( 4n1:ts + 7n1:tw ; ïðè Np = 2 ;8n1:ts + 14n1:tw ; ïðè Np > 2 :Ñëåäîâàòåëíî, àêî Np > 2, âðåìåòî çà åäíà PCG èòåðàöèÿ å(4.4.13) T itNp = T ita + T itom � 34n1(2n2 + 1) + n2Np :ta + 8n1:ts + 14n1:tw :Êàêâî ìîæå äà ñå î÷àêâà çà ðåàëíîòî âðåìå çà èçïúëíåíèå? Ïîâåäåíèåòî íà âðå-ìåòî çà êîìóíèêàöèè íå òðÿáâà äà çàâèñè îò áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå. Åäèíñòâåíîòîèçêëþ÷åíèå å ñëó÷àÿò Np = 2, êîãàòî òî òðÿáâà äà å äâà ïúòè ïî-ìàëêî. Ïî-ìàëêèòåïàðàìåòðè íà êîìïþòúðà ts è tw íàìàëÿâàò âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè è âîäÿò â îáùèÿñëó÷àé äî ïî-äîáðè óñêîðåíèå è å�åêòèâíîñò. Â ÷àñòíîñò, ïðè ïàðàëåëåí êîìïþòúðñ îáùà ïàìåò, íà ïðàêòèêà íå ñå èçâúðøâàò êîìóíèêàöèè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å óñêîðå-íèåòî SNp = T1TNp â òîçè ñëó÷àé ùå áúäå áëèçêî äî òåîðåòè÷íàòà ñè ãîðíà ãðàíèöàSNp � Np. Òîâà å îñíîâíîòî ïðåäèìñòâî íà ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì. Íåäîñòàòúê åêîå�èöèåíòà n1 ïðåä ñòàðòîâîòî âðåìå ts. �îëåìè îòíîøåíèÿ ts=tw è ts=ta ìîãàò äàäîâåäàò äî íàìàëÿâàíå íà ïðîèçâîäèòåëíîñòòà ñ ïîâå÷å îò 50% çà ãîëåìè äèñêðåòíèçàäà÷è.4.5 ×èñëåíè åêñïåðèìåíòè � IIÊîìïþòúðíàòà ïðîãðàìà ðåàëèçèðàùà îïèñàíèÿ ïàðàëåëåí àëãîðèòúì å ðàçðàáîòå-íà íà C èçïîëçâàéêè ñòàíäàðòà MPI. Àíàëèçèðàíà å ïîëó÷åíàòà ïðîèçâîäèòåëíîñòâúðõó Parma è Thea � äâà Beowulf êëúñòåðà ñ Linux îïåðàöèîííà ñèñòåìà è õàðàê-òåðèñòèêè, îïèñàíè â ò. 1.3.3.Îòíîâî ðàçãëåæäàìå ìîäåëíî óðàâíåíèå íà Ïîàñîí â åäèíè÷íèÿ êâàäðàò (âæ.ò. 4.3). Óñêîðåíèåòî è å�åêòèâíîñòòà çà ïàðàëåëíèòå àëãîðèòìè, ñúîòâåòñòâàùè íàâàðèàíòèòå MP è MV, ñà ïðåäñòàâåíè â Òàáëèöà 4.3 è Òàáëèöà 4.4. È äâåòå òàáëèöè ñàñ åäíàêâà ñòðóêòóðà. Èìà äâå ÷èñëà âúâ âñÿêà êëåòêà íà ïúðâàòà êîëîíà � áðîÿò n íàåëåìåíòèòå ïî âñÿêî íàïðàâëåíèå è ñúîòâåòíèÿò áðîé íà èòåðàöèèòå çà ïîëó÷àâàíåíà ðåøåíèåòî çà òàçè ðàçìåðíîñò íà çàäà÷àòà. Áðîÿò íà ïðîöåñîðèòå å äàäåí âúâ



120 Ïàðàëåëíè èòåðàöèîííè ìåòîäèÒàáëèöà 4.3: Ïàðàëåëåí PCG/MIC(0), Àëãîðèòúì MP.Parma Parma(N) Thean; it Np TNp SNp ENp TNp SNp ENp TNp SNp ENp1 16.74 16.82 9.26256 2 10.73 1.56 0.78 14.83 1.13 0.57 9.48 0.98 0.4971 4 11.71 1.43 0.36 17.16 0.98 0.25 11.83 0.78 0.208 10.92 1.53 0.19 20.07 0.84 0.11 11.08 0.84 0.111 99.42 99.81 54.02512 2 63.69 1.56 0.78 68.71 1.45 0.73 41.11 1.31 0.66104 4 50.22 1.98 0.50 65.44 1.53 0.38 41.14 1.31 0.338 37.74 2.63 0.33 64.24 1.55 0.19 35.34 1.53 0.191 577.00 567.11 288.271024 2 373.19 1.55 0.78 340.12 1.67 0.84 198.70 1.45 0.73148 4 233.55 2.47 0.62 274.27 2.07 0.52 153.35 1.88 0.478 171.28 3.37 0.42 217.27 2.61 0.33 124.45 2.32 0.29âòîðàòà êîëîíà. Îñòàíàëèòå êîëîíè ñà ãðóïèðàíè ïî òðè � åäíà ãðóïà çà âñåêè íà÷èííà èçïúëíåíèå íà ïðîãðàìàòà (Parma è Parma(N) ñå ðàçëè÷àâàò ïî îïöèèòå íà½mpirun� � âæ. ò. 1.3.3). Âñÿêà îò òåçè ãðóïè èìà ïî òðè ïîëåòà � â ïúðâîòî å äàäåíîèçìåðåíîòî pu-âðåìå â ñåêóíäè, à îñòàíàëèòå äâå ïðåäñòàâÿò óñêîðåíèåòî SNp =T1TNp è å�åêòèâíîñòòà ENp = SNpNp . Âðåìåíàòà TNp ñà íàé-äîáðèòå, ïîëó÷åíè îò òðèèçìåðâàíèÿ.Èçâîäèòå îò òåçè òàáëèöè ñà êàêòî ñëåäâà:� Çà äàäåíà ½ìàøèíà�: pu-âðåìåíàòà çà MV ñà ïî-ãîëåìè îò òåçè çà MP çàðàäè ïî-ãîëåìèÿ áðîé èòåðàöèè; óñêîðåíèåòî è å�åêòèâíîñòòà ñà ïðèáëèçèòåëíî ðàâíèçà MP è MV, êîåòî ïîòâúðæäàâà, ÷å ñâîéñòâàòà íà ïàðàëåëíèÿ àëãîðèòúì íåçàâèñÿò îò òèïà íà áàçèñíèòå �óíêöèè.� Çà äàäåí áðîé ïðîöåñîðè: pu-âðåìåíàòà çà Np = 1 íà Thea ñà ïðèáëèçèòåëíîäâà ïúòè ïî-ìàëêè îò òåçè íà Parma è çà äâàòà íà÷èíà íà èçïúëíåíèå; óñêîðå-íèåòî è ñúîòâåòíî å�åêòèâíîñòòà ñå óâåëè÷àâàò ñ íàðàñòâàíå íà ðàçìåðíîñòòàíà çàäà÷àòà ñ åäíî èçêëþ÷åíèå � ñëó÷àÿò Np = 2 çà Parma.� Çà äàäåíà ðàçìåðíîñò íà çàäà÷àòà: îáùèÿò èçâîä å, ÷å íà Parma, êîãàòî ñåèçïîëçâà îáùà ïàìåò, óñêîðåíèÿòà ñà íàé-äîáðè (îñâåí ñëó÷àÿ Np = 2; n = 1024),à íà Thea òå ñà íàé-ìàëêè;



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 121Òàáëèöà 4.4: Ïàðàëåëåí PCG/MIC(0), Àëãîðèòúì MV.Parma Parma(N) Thean; it Np TNp SNp ENp TNp SNp ENp TNp SNp ENp1 19.09 19.16 10.55256 2 12.24 1.56 0.78 16.93 1.13 0.57 10.79 0.98 0.4981 4 13.32 1.43 0.36 19.49 0.98 0.25 13.43 0.79 0.208 12.93 1.48 0.19 22.85 0.84 0.11 13.04 0.81 0.101 113.45 114.09 63.17512 2 73.00 1.55 0.78 78.49 1.45 0.73 49.91 1.35 0.68119 4 57.66 1.97 0.49 77.14 1.48 0.37 47.04 1.34 0.348 42.51 2.67 0.33 82.25 1.39 0.17 41.87 1.51 0.191 635.63 639.18 326.631024 2 409.39 1.55 0.78 383.58 1.67 0.84 223.35 1.46 0.73167 4 264.88 2.40 0.60 309.19 2.07 0.52 173.26 1.89 0.478 175.63 3.62 0.45 245.17 2.61 0.33 140.73 2.32 0.29Êîãàòî àíàëèçèðàìå ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè, òðÿáâà äà îáúðíåì âíèìàíèå íà íÿêîèîñîáåíîñòè íà äâàòà êëúñòåðà:� Ïðîöåñîðèòå íà Thea ñà ïî-áúðçè è çàòîâà âðåìåíàòà ñà ïî-ìàëêè â ñðàâíåíèåñ òåçè íà Parma.� Êîãàòî å âúçìîæíî äà ñå èçïîëçâà îáùà ïàìåò íà Parma, âðåìåòî çà êîìóíèêà-öèè å ïî-ìàëêî è ñúîòâåòíî îáùèòå pu-âðåìåíà ñà ïî-ìàëêè îò òåçè, ïðè êîèòîå èçïîëçâàíà îïöèÿ N â ½mpirun�.� Çà îòíîñèòåëíî ìàëêè çàäà÷è, îáùîòî âðåìå âúðõó Parma ñå âëèÿå ñàìî îòâðåìåòî çà êîìóíèêàöèè. Îò äðóãà ñòðàíà, êîãàòî ðàçìåðíîñòòà å ïî-ãîëÿìà,äâàòà ïðîöåñîðà îò åäèí âúçåë ñå ñúñòåçàâàò çà äîñòúï äî ïàìåòòà è äîðè êîìó-íèêàöèÿòà äà îòíåìà ïî-ìàëêî âðåìå îòêîëêîòî àêî ïðîãðàìàòà ñå èçïúëíÿâà íàäâà âúçåëà, îáùîòî âðåìå å ïî-ãîëÿìî. Òîâà å ïðè÷èíàòà çà ïðèáëèçèòåëíî ðàâ-íèòå óñêîðåíèÿ íà Parma çà Np = 2, è çà ïî-äîáðîòî óñêîðåíèå íà Parma(N)îòêîëêîòî íà Parma çà Np = 2 è n = 1024.Êàê ïàðàìåòðèòå íà ñúîòâåòíèòå èç÷èñëèòåëíè ñèñòåìè âëèÿÿò âúðõó ïîâåäåíè-åòî íà ïðåäëîæåíèòå è èçñëåäâàíè àëãîðèòúì è ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ? Íà òîçèâúïðîñ íå ìîæå äà ñå îòãîâîðè ñàìî âúç îñíîâà íà îáùèòå pu-âðåìåíà. Îò òåçè



122 Ïàðàëåëíè èòåðàöèîííè ìåòîäèòàáëèöè íå ìîæå äà ñå âèäè è êàêâî å êîíêðåòíîòî ïîâåäåíèå íà âðåìåíàòà çà èç÷èñ-ëåíèÿ è êîìóíèêàöèè. Ñúùî òàêà íå ìîæå äà ñå êàæå äàëè òåîðåòè÷íèòå îöåíêè âïðåäèøíàòà ñåêöèÿ äîáðå ïðåäñòàâÿò îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ïàðàëåëíèÿ àëãîðèòúì.Â Òàáëèöà 4.5 è Òàáëèöà 4.6 å ïðåäñòàâåíî ðàçïðåäåëåíèåòî íà èçìåðåíèòå âðåìåíàÒàáëèöà 4.5: �àçïðåäåëåíèå íà âðåìåòî, Àëãîðèòúì MV, n = 512, Nit = 119.ìàøèíà Np ENp TNp Ta T T u�v TM�v T pre1 109.85 109.85Parma 2 0.77 71.63 70.35 1.28 0.02 0.08 1.184 0.48 57.44 35.60 21.84 0.43 0.04 21.378 0.32 43.25 18.17 25.08 1.26 0.06 23.761 113.12 113.12Parma(N) 2 0.73 77.48 55.82 21.66 0.04 0.29 21.334 0.37 75.88 27.72 48.16 1.07 0.26 46.838 0.19 73.77 16.78 56.99 1.32 0.31 55.361 60.29 60.29Thea 2 0.66 45.89 30.55 15.34 0.14 0.23 14.974 0.32 46.74 16.10 30.64 0.23 0.21 30.208 0.18 42.76 8.74 34.02 0.30 0.20 33.52çà èç÷èñëåíèÿ è êîìóíèêàöèè çà Àëãîðèòúì MV ñúîòâåòíî çà n = 512 è n = 1024.Ïúðâèòå òðè êîëîíè äàâàò èí�îðìàöèÿ çà ìàøèíàòà, áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå è ïîëó÷å-íàòà å�åêòèâíîñò. Èçìåðåíèòå âðåìåíà ñà ïîêàçàíè â îñòàíàëàòà ÷àñò îò êîëîíèòå.Òóê TNp å îáùîòî pu-âðåìå çà ðåøàâàíå íà çàäà÷àòà ñ Np ïðîöåñîðà, Ta è T ñà âðå-ìåíàòà ñúîòâåòíî çà èç÷èñëåíèÿ è êîìóíèêàöèè. Ñëåäâàéêè òåîðåòè÷íèòå îöåíêè,êîìóíèêàöèèòå ñà ðàçäåëåíè ïî òèï � çà ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ T u�v , çà óìíîæåíèåíà ìàòðèöà ïî âåêòîð TM�v è çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ T pre . Èç-÷èñëåíèÿòà è êîìóíèêàöèèòå íå ñå ïðèïîêðèâàò, òúé êàòî ñà èçïîëçâàíè áëîêèðàùèSEND è RECEIVE îïåðàöèè íà MPI. Ñëåäîâàòåëíî â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:TNp = Ta + T; T = T u�v + TM�v + T pre :Âèæäà ñå, ÷å âðåìåòî çà èç÷èñëåíèÿ íà âñè÷êè ìàøèíè íàìàëÿâà ïî÷òè äâà ïúòèïðè óäâîÿâàíå íà áðîÿ íà ïðîöåñîðèòå. Èçêëþ÷åíèÿòà çà Parma ñå îáÿñíÿâàò ñúññúñòåçàíèåòî çà äîñòúï äî ïàìåòòà ïðè ãîëåìè çàäà÷è. Êàêòî òðÿáâà äà ñå î÷àêâà,çàáàâÿíåòî å ðåçóëòàò îò êîìóíèêàöèèòå. Ïðåäâèæäàíåòî, ÷å êîìóíèêàöèèòå çà ñêà-ëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ è óìíîæåíèÿòà íà ìàòðèöà ïî âåêòîð ùå ñà ïðåíåáðåæèìè



�. Áåí÷åâà, Ïàðàëåëíè àëãîðèòìè çà ðàçäåëÿíå íà ïðîìåíëèâèòå è �àêòîðèçàöèÿ 123Òàáëèöà 4.6: �àçïðåäåëåíèå íà âðåìåòî, Àëãîðèòúì MV, n = 1024, Nit = 167.ìàøèíà Np ENp TNp Ta T T u�v TM�v T pre1 637.30 637.30Parma 2 0.77 412.62 407.71 4.91 0.10 0.23 4.584 0.60 264.21 201.20 63.01 0.37 0.16 62.488 0.47 170.18 100.64 69.54 5.07 0.22 64.251 638.94 638.94Parma(N) 2 0.84 381.55 319.48 62.07 0.14 0.73 61.204 0.52 308.14 157.79 150.35 4.63 0.67 145.058 0.32 247.03 96.96 150.07 5.19 0.83 144.051 324.81 324.81Thea 2 0.73 223.95 171.27 52.68 0.93 3.02 48.734 0.47 172.92 84.54 88.38 0.84 0.81 86.738 0.29 140.87 44.51 96.36 0.81 0.58 94.97â ñðàâíåíèå ñ êîìóíèêàöèèòå çà ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ ñúùî ñåïîòâúðæäàâà. Ïîðàäè ïî-áúðçèòå ïðîöåñîðè, âðåìåíàòà çà èç÷èñëåíèå íà Thea ñà äâàïúòè ïî-ìàëêè îò òåçè íà Parma, íî îòíîøåíèåòî çà êîìóíèêàöèèòå íå å ñúùîòî.Åòî çàùî å�åêòèâíîñòòà íà Thea å ïî-ìàëêà êàòî öÿëî. Èìà îãðîìíà ðàçëèêà ìåæäóâðåìåíàòà T çà Np = 2 âúðõó Parma è Parma(N). Çà êîìóíèêàöèèòå ïðè Parmaå èçïîëçâàíà îáùà ïàìåò ñðåùó TCP/IP çà Parma(N). Òîâà ïîêàçâà ïîòåíöèàëà íàïðåäëîæåíèÿ ïàðàëåëåí àëãîðèòúì è ðàçðàáîòåíàòà ïðîãðàìà çà ðåàëèçàöèè âúðõóñèñòåìè ñ îáùà ïàìåò. Î÷àêâàíåòî, ÷å âðåìåòî çà êîìóíèêàöèè íÿìà äà çàâèñè îòáðîÿ íà ïðîöåñîðèòå ñúùî ñå ïîòâúðäè � òî å ïðèáëèçèòåëíî åäíî è ñúùî çà Np = 4 èNp = 8 çà âñè÷êè ìàøèíè. Ñëó÷àÿò Np = 2 å àíàëèçèðàí îòäåëíî. Çà íåãîâîòî âðåìåT ñå ïðåäïîëàãàøå, ÷å ùå å äâà ïúòè ïî-ìàëêî îòêîëêîòî òîâà çà Np = 4, êîåòî ñåïîòâúðæäàâà îò åêñïåðèìåíòà â ñëó÷àÿ íà ðàçïðåäåëåíà ïàìåò.Íàïðàâåíèÿò àíàëèç ïîêàçâà, ÷å èçñëåäâàíèÿòà çà ïî-íàòàòúøíî ïîäîáðÿâàíå íàå�åêòèâíîñòòà íà ïàðàëåëíàòà ðåàëèçàöèÿ, ìîãàò äà ñå íàñî÷àò êúì:� Çà ìàøèíè ñ ðàçïðåäåëåíà ïàìåò ìîæå ëîêàëíî äà ñå ïðåíàðåäÿò èç÷èñëåíèÿòàïðè ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà ñ ïðåîáóñëîâèòåëÿ è äà ñå èçïîëçâàò íåáëîêèðàùèSEND è RECEIVE îïåðàöèè íà MPI, çà äà ñå ïîçâîëè ïðèïîêðèâàíå íà èç÷èñ-ëåíèÿòà è êîìóíèêàöèèòå.� Çà ìàøèíè ñ îáùà ïàìåò ìîæå äà ñå èçïîëçâà Open MP èëè êîìáèíàöèÿ íà
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