
 
 

 

РП4: Компютърна симулация с крайни елементи на силно хетерогенни среди 

1. Основни дейности и резултати 

Задача 4.1: Робастни методи за дискретизация на силно хетерогенни среди.  

Задачи, описани с помощта на частни диференциални уравнения, могат да бъдат дискретизирани с 

метод на крайните обеми, метод на крайните елементи (МКЕ) на Гальоркин, или смесен МКЕ. 

Всеки от тези методи има своите предимства. Получени са нови резултати, характеризиращи 

скоростта на сходимост на многонивови методи от тип  AMLI. Публикуван е научен обзор (статия 

по покана в специализиран том на Springer Proceedings in Mathematics & Statistics) на 

съвременното състояние на многонивовите методи за силно анизотропни елиптични задачи. Тук 

специално ще отбележим получените нови резултати на базата на   адитивна апроксимация на 

допълнението на Шур при представяне на областта, като обединение от макроелементи с 

припокриване (виж Фиг. 1). За пръв път са представени числени експерименти, демонстриращи 

оптималната изчислителна сложност на новите AMLI алгоритми за силно хетерогенни среди, 

включващи доминиращо направление на анизотропия, несъгласувано с мрежата на дискретизация, 

както и анизотропни канали. Получени са също така нови резултати за сгъстяване на мрежата от 

тип SC (агрегиране по направления: semicoarsening) и балансиран SC за  бикубични крайни 

елементи. Резултати от този тип имат пряко отношение към дискретизация и ефективно решаване 

на силно свързани нестационарни системи, в това число уравненията на Ламе за почти несвиваеми 

материали или  уравненията на Навие-Стокс при големи числа на Рейнолдс.  Продължи работата в 

областта на алгоритми за дискретизация на нестационарни задачи, с използване на устойчива 

схема по времето на базата на метод на променливите направления. Публикуваният алгоритъм за 

уравненията на Стокс има оптимална изчислителна сложност. Получени са също така нови 

резултати за числено решаване на класове нелинейни задачи, описващи динамика на греди със 

сложно напречно сечение (в това число ламинарни композитни материали). Ефективността на 

този клас алгоритми се основава на комбиниране на p-версия на МКЕ и подходящо развитие в 

степенни редове.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Фиг. 1 AMLI преобуславяне: адитивна апроксимация на допълнението на Шур при разделяне на 

областта на макроелементи с припокриване и техните тегла   

Резултати по тази задача са представени в [GKL_12], [KLM_12], [KLMa_13], [Sma_1], [L_13a], 

[SMM_13s], [SM_13p], [SM_13p]. 

 

Задача 4.2: Паралелни итерационни методи, алгоритми и софтуерни средства за линейни 

системи, получени при прилагане на МКЕ. 

Съвременната теория на оптималните методи за решаване на големи  линейни системи с 

разредени матрици е доста добре развита, когато скоковете на коефициентите са съгласувани с  

интерфейсите на нивото на най-грубо геометрично разделяне на областта. Такива предположения 

обикновено се правят при многонивови и мултигрид методи, както  и при методи, използващи 



 
 

 

разделяне на областта на подобласти. От друга страна, съществуват паралелни методи използващи 

непълна факторизация, които могат да са по-робастни по отношение на локализирани скокове на 

коефициентите, но тяхната сходимост е по-бавна.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Фиг. 2. Тестова задача включваща хетерогенна среда със стохастично вариращи коефициенти на 

дифузия и сложна мрежа от канали: получените резултати от числени експерименти потвърждават 

оптималната изчислителна сложност на многонивовия итерационен метод при робастност относно 

скоковете на коефициентите и геометрията на интерфейсите   

В тази задача се търси баланс между робастност и изчислителна сложност с акцент върху 

възможностите за ефективна реализация върху високопроизводителни клъстери и масивно 

паралелни машини с разпределена памет, в това число суперкомпютър  IBM Blue Gene/P.  Важна 

роля за ефективната паралелна реализация на МКЕ има балансираното разделяне на задачата на 

подзадачи и съответствието на разделянето на графа на дискретната задача относно 

комуникационния граф на паралелната изчислителна система. Получени са нови резултати, както 

за дискретизации с вокселна  структура, така и за тримерни неструктурирани мрежи при най-общи 

предположения. Те включват: а) анализ на изчислителната сложност; б) анализ на възможностите 

за паралелна реализация; в) разработване на ефективни  паралелни алгоритми и тяхната 

програмна реализация; г) сравнителен анализ на паралелните ускорения и ефективност.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Фиг. 3.  Сравнителен анализ паралелните ускорения при численото решаване на нестационарното 

уравненията на  Стокс върху: а) суперкомпютър  IBM Blue Gene/P; б) високопроизводителен HP 

клъстер в ИИКТ – БАН;  в) високопроизводителен клъстер Galera в ТУ – Гданск, Полша 

Резултати по тази задача са публикувани в статии [GKL_12], [LPG_12], [LPGG_13], [GLP_13a], 

[SM_13a], [SWGDPFL_13a],[KLM_13p]. 



 
 

 

Задача 4.3: Йерархична симулация: микроструктура на порести среди.  

По тази задача продължава работата, свързана с прилагане на микро ниво на МКЕ (FEM) и 

суперкомпютърни приложения с включващи: a) μМКЕ анализ на микроструктурата на човешката 

кост; б) μFEM анализ на композитни материали. Задачата е мотивирана от напредъка в 

суперкомпютърните технологии, както и от наличността на компютърни томографски 

изображения на микро структурата. Прилага се числена хомогенизация за референтния обемен 

елемент чрез решаване на подходящи задачи за клетки от областта и генериране на 

макроскопичните свойства на хомогенизираната среда. Получени са нови резултати за определяне 

на ефективните биомеханични характеристики на трабекуларна костна тъкан при отчитане на 

главните направления на доминираща анизотропия. Изследвана е също така ефективната 

топлопроводимост на SiSiC. Това е специален инертен материал с висока степен на пористост, 

който се използва при конструиране на ефективни системи за горене. На базата на компютърно 

томографско изображение на част от материала, дигитално е възстановена цялата област на 

горене, където е изследвано времето за въздушно охлаждане при висока скорост на потока.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Фиг. 4. Суперкомпютърно моделиране на процеси на горене и охлаждане в пореста среда на 

базата на компютърно томографско изображение на микроструктурата на SiSiC 

Резултати по тази задача са публикувани в работи [MSV_13], [KMV_13], [KMV_13a], [B_13p], 

[BL_13p].  

Задача 4.4: Йерархично моделиране: биомедицински приложения.  

Основен акцент тук е създаването на йерархични модели за порести среди, които включват 

процеси на дифузия, конвекция, реакция и динамика на флуиди. На микро ниво средата има силно 

изразена хетерогенна структура и нелинейни свойства. Освен това процесите имат различни 

времеви мащаби.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Фиг. 5. Суперкомпютърно моделиране на радиочестотна туморна аблация: крайноелементна 

мрежа на черния дроб, генерирана на базата на сегментирано медицинско изображение 



 
 

 

 

През отчетния период продължи рабата в областта на следните биомедицински приложения: а) 

моделиране на процесите при радиочестотна аблация на чернодробни туморни образования; б) 

моделиране на процеси на миграция на стволови клетки при терапия на заболявания на кръвта; в) 

моделиране на течения в кръвоносни съдове с мозъчни аневризми. Така например, в случая на 

туморна аблация компютърният модел включва: електрическо поле, генерирано от радиочестотни 

електрохирургични инструменти; температурно поле породено от градиента на електрическото 

поле; загуба на топлина вследствие на течението на кръвта в капилярната мрежа (масов член) и 

постъпващата кръв през порталната вена; разрушаване на клетъчната структура в зоната на 

аблация.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Фиг. 6. Суперкомпютърно моделиране на мозъчни аневризми: горе - сегментирано медицинско 

изображение; долу - крайноелементна мрежа на показаната горе част кръвоносен съд с аневризми 

Част от получените резултати са представени в статии [KMV_13], [KMV_13a], [B_13p], [BL_13p]. 
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