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8�9;:=<?>A@;:�BC:=@ED=FG>IHKJ�9A:=LMJONPJOQE:�QAJ4R=>;R=@;:SBT>UDV@MWA>AQ;:SXAQA>	JYWAZS:\[O9;>A]AQA>I^_9`JYNVQ;:SQA>Aa
b D2R=NVDOaV@`J2RScGdIQ;DOR=@#ReJ5NPJY9A>`JOQA@;>fQ`J�BC:=@ED=FgJ2Q`J b DVRSW?:hF_D\NVJO@;:SWAQ;D�>;HK<?WAi�]ANPJOQE:
Q`JkjCJe^_ROl.m.^_<ndM:�9AJOHoZ\W?:hFgJYBC:�@A9A> b 9A:hF_RS@`JONV>A@E:=WAapQ`J7@`JOHo>qZr9;^ b J;st<_JO@EDfdM:
JO<?u;:SQA@A>A9AJOBC:�QAJ
@Aa\v;QAJO@`J4>;HK];>AR=WA>;@;:=W;Q`J'R=W?Dxw
Q;DVRS@ys?@ylz:Ol?Q`J4[Y9ADVa
JO9A>;@ABC:=@;>A]AQA>
D b :S9`JOuA>A> N (n)

sAQ;:SDV[\vVD=FG>ABT>�HKJ"@;aYvEQ`JO@`J"9A:eJYWA>AHKJOuA>Aa;l
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��JOHoZrW_:�w�FgJYBC:4RS>AR=@E:=B�JO@AJ
Ax = b.

��JOHoLM>;9A:=Q`JY@`J�B�JO@A9A>;u`J
Ã
s�<ODVaO@;D�R=: b DVW;^_]`JYNPJ�R=W?:hFkF_DV[PJONOaVQ;:MQ`J5NV:S<_@EDr9`J�DV@

F_:=RSQA>A@E:4]`JYR=@A>�>AB�J"NV>EFgJ

Ã =




a1,1 a1,2 · · · a1,i · · · a1,n b1

a2,1 a2,2 · · · a2,i · · · a2,n b2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ai,1 ai,2 · · · ai,i · · · ai,n bi

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an,1 an,2 · · · an,i · · · an,n bn




�2:S@;D=FGcg@�Q`JIj�Jx^_R�RS:'RSc�RS@;Dr>�DV@ b 9AJONMvPD=F�s b 9;>�<ODrXA@;DIB�JO@A9A>AuAJO@`JUR=: b 9A:SDV[O9`Jr�
H�^_NPJ�F_D
ZSDr9AQAJ4@A9A>;c�ZrcgWAQ`J'>MDV[O9`JY@;:=Q$vPD=F�sEQ`J�<ODrXA@ED�R=:09A:SLIJONVJ
BCD=F`>A��>Au;>A9`JOQ`Jr�
@`J$R=>;R=@;:SB�J;lg��J b cg9ANPJO@AJ"RS@Ac b <_J6DV@ b 9AJONV>Aa�vPD=F b DOR=W?:hF_DrNPJO@;:SWAQ;D"^_BTQ;Dxw4JONPJOB�:
b cg9ANV>Aa�9;:hF�QAJ�B�JO@A9A>AuAJO@`J�R − ai,1

a1,1

>7ZKD b 9A>A[VJONVaVBC:I<_cgB i � @;>Aa�9A:hFnHKJ5NVR=aO<OD

i = 2, · · · , n l�m�JO<_J b DVW;^_]`JONPJYBC:5BCD=F`>A��>Au;>A9`JOQ`JY@`JfB�JO@A9;>Au`J Ã(1) s�<YDVaV@ED7>AB�J

�



ReJYBCD"Q;^VWA> b D=F!FG>`JYZSDrQ`JOWAJ6N b cg9ANV>Aa6R=@;c�WA[;l

Ã(1) =




a1,1 a1,2 · · · a1,i · · · a1,n b1

a
(1)
2,2 · · · a

(1)
2,i · · · a

(1)
2,n b

(1)
2

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
a

(1)
i,2 · · · a

(1)
i,i · · · a

(1)
i,n b

(1)
i

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
a

(1)
n,2 · · · a

(1)
n,i · · · a(1)

n,n b(1)
n




��J�NO@EDr9`JO@`J�R=@;c b <_J#DV@ b 9`JONV>Aa�vPD=Fn^_BTQ;Dxw4JONPJOB�:�NY@;Dr9A>Aa�9A:hF Q`J�B�JO@A9A>AuAJO@`J

Ã(1) R −a
(1)
i,2

a
(1)
2,2

>�ZKD b 9A>A[PJYNVaVBC:�<?cgB i � @A>;a�9;:hFfHKJUNVRSaV<OD i = 3, · · · , n lym�JO<_J	R=W?:hF

(n− 1)
R=@Ac b <?> b DVW;^_]`JONVJOBC:�BCD=FG>A� >AuA>A9AJOQ`J$ZSDr9AQAJ"@;9A>AcgZ\cgWAQ`J6B�JO@A9A>;u`J;s`@ylz:Ol

Ã(n−1) =




a1,1 a1,2 · · · a1,i · · · a1,n b1

a
(1)
2,2 · · · a

(1)
2,i · · · a

(1)
2,n b

(1)
2

· · · · · · · · · · · ·
a

(i−1)
i,i · · · a

(i−1)
i,n b

(i−1)
i

· · · · · · · · ·
a(n−1)
n,n b(n−1)

n




� J4>;HK];>AR=WA>;@;:=W;Q`JO@`J�RSW_Dxw
Q;DOR=@UQ`J b 9`JONV>;a
vPD=F b DVW;^_]`JYNPJOBC:09A:=<V^_9A:SQA@;QAJO@`J�� D\9_�
BC^VWAJ

Nf(n) = 2(n− 1)n+ n +Nf(n− 1)

>�R=W?:hF_DrNPJO@;:SWAQ;D

Nf(n) =
n∑

i=2

(2i2 − i) =
n∑

i=1

(2i2 − i)− 1

= 2
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− n(n+ 1)

2
− 1

∼ 2n3

3
��JtDV[Y9`JO@EQA>Aa,vPD=F b DVR=W?:hF_DrNPJO@E:=WAQED b 9;:=R=BTaO@`JOBC: xn, xn−1, · · · , xi, · · · , x1

lx��J
i � @`JO@AJR=@;c b <_J"R=:�>AH b cgWAQAaVNVJO@ (i− 1)

^EBTQEDxw :=Q;>AaAs
(i− 1)

R=cg[O>A9`JYQA>Aa">2:hF`Q;D�F_:=W?:=Q;>A:Ol

�



� W?:hF_DrNPJO@;:SWAQ;D

Nb(n) =
n∑

i=1

(2i− 1) = 2
n(n+ 1)

2
− n = n2.

� [\dMD b 9`JYNV>AW?D5:Ys�];:6>;HK];>AR=WA>;@;:=W;Q`JO@`J5RSW?Drw
QEDVR=@/R=:6D b 9A:hF_:=WAa5DV@ b 9`JONV>Aa	vPD=F�l
m�JO<_J"D\<YDrQA]`JO@E:=WAQA>;aV@�9A:SHo^OWA@`JO@�HKJ$BC:=@ED=FgJ$Q`JMj�Jx^_R�:

NG ∼ 2n3

3
= O(n3).
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�2:S@;D=FGcg@�Q`JI<?NPJYFG9AJO@;QA>;a	<ODr9A:=Q�RS: b 9A>AWAJOZ\J b 9A>�RS>ABC:=@;9A>A]AQA>�> b DVW?Dxw4>;@;:=W;Q;D
D b 9A:hF_:SW_:SQA>�B�JY@A9A>AuA> l���J b 9`JYNV>Aa5vPD=FnB�JO@;9A>Au`JO@AJ�RS:	� JO<?@;Dr9A>AHo>A9`J�NOc�N�NV>_FgJ
D = LLT

sg<?c`F_:=@ED
L
:�F_DVWAQ`J"@A9A>AcgZrc�W;Q`J;l � W_:hF_DrNPJY@;:=W;Q;DU@Acg9ARS>AB b 9A:hF_RS@`JONVaOQ;:

NVcgN"NV>EFgJ

A =




l1,1

l2,1 l2,2

· · · · · ·
li,1 li,2 · · · li,i

· · · · · · · · · · · · · · ·
ln,1 ln,2 · · · ln,i · · · ln,n







l1,1 l2,1 · · · li,1 · · · ln,1

l2,2 · · · li,2 · · · ln,2

· · · · · · · · ·
li,i · · · ln,i

· · · · · ·
ln,n




��DV:=� >AuA>A:SQA@A>A@E:
li,j
RS: b 9;:=R=BTaO@`JO@�9A:=<V^_9ARS>ANVQ;D;sg<_JO<?@EDMRSW_:hF`NPJ

a1,1 = l21,1 =⇒ l1,1 =
√
a1,1

a2,1 = l2,1l1,1 =⇒ l2,1 =
1

l1,1
a2,1

a2,2 = l22,1 + l22,2 =⇒ l2,2 =
√
a2,2 − l22,1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

�



ai,1 = li,1l1,1 =⇒ li,1 =
1

l1,1
ai,1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ai,k =
k−1∑

j=1

li,jlj,k + li,klk,k =⇒ li,k =
1

lk,k


ai,k −

k−1∑

j=1

li,jlj,k




· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ai,i =
i∑

j=1

l2i,j =⇒ li,i =

√√√√ai,i −
i−1∑

j=1

l2i,j

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
m�JO<_J HKJf[O9;DVa Q`J JY9A>A@ABC:S@A>A]AQ;>A@;:�D b :S9`JOuA>;>ys,QE:=DV[rvPD=FG>ABT>qHKJ b 9A:=RSBTaV@`JOQE:�Q`J
<ODO:=��>;uA>A:=Q;@A>A@;:

li,j
HSJ
i = 1, 2, · · · , n b DVWE^E]AJONPJOBC:

1 =⇒ 1

2 =⇒ 1 + 3

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
i =⇒ 1 + 3 + · · · + (2i− 1)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
n =⇒ 1 + 3 + · · · + (2n− 1)>�R=W?:hF_DrNPJO@;:SWAQ;D

Nf(n) =
n∑

i=1

i∑

k=1

(2k − 1) =
n∑

i=1

[
2
i(i + 1)

2
− i

]

=
n∑

i=1

i2 =
n(n + 1)(2n+ 1)

6
∼ n3

3
�T:=LMJONPJOQE:=@ED�Q`J�� JO<?@;Dr9A>AHo>A9AJOQ`JO@`JtRS>AR=@E:=B�J�: :=<?NV>;NPJOW?:=QA@EQ;D�Q`JtF`NO^_<_9AJO@;QED b 9;>E�
W`JOZ\JOQE:�Q`J$DV[O9`JY@;QA>Aa�vVD=F�DV@�BC:S@;D=FgJ$Q`J"jCJe^_R�>2RSW_:hF_DrNPJY@;:=W;Q;D

Nb(n) = 2n2

m�JO<_JMHKJ$>AHo]A>ARSWA>A@E:=WAQ`JY@`JIR=W?Dxw
Q;DVRS@5Q`J"BC:S@;D=FgJ$Q`J"<?NPJYFG9`JO@EQA>AaM<ODr9A:=Q b DVW;^_]`Jr�
NPJOB�:

N LLT (n) ∼ n3

3
= O(n3).

� W?:hF_DrNPJO@;:SWAQ;D	B�:=@;D=F`c�@�QAJI<?NPJYFG9`JO@EQA>Aa	<YD\9;:=Q�:
F`NPJ b cg@A> b D � [Vcg9AH DV@5BC:=@ED=FgJQ`J2jCJe^ERYs <ODV:S@;D�: b 9;aV<�9A:=H�^OWA@`JO@ DO@/@ED\NVJ;s�]A: b 9A>f9;:=LMJONPJOQE:=@;D!Q`J�R=>ARS@;:SB�JO@`J
DV@A];>A@`JOBC:�RS>ABC:=@;9A>AaV@`J6Q`J$B�JO@A9A>;u`JO@`J

A
l

�
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��:S<_J
A
:.R=>AB�:=@A9A>;]AQ`J�> b DVW?Dxw
>A@;:SWAQ;D�D b 9A:hF_:SW?:=Q`J
W_:SQA@;DrNPJ B�JY@A9A>Au`J RtL6>A9A>;Q`J

Q`J"W?:=QA@`JY@`J
w = 2d+ 1

s`@ l :Yl

ai,j = 0 ∀(i, j) : |i− j| > d.

�
d
:�DVHoQ`Jx]A:=QAJ6L6>A9A>AQAJO@`J$Q`J b DVW;^OW?:=QA@`JY@`J;sGNV>;w	�
>AZ?l � l

1
2

d
d + 1
d + 2

i

n




∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗




�
>;Zr^_9`J ��

� :=Q;@;DrNPJ"B�JO@A9A>AuAJ6R�L6>A9A>AQAJ6Q`J b DVW;^VW?:SQA@`JO@`J d = 6
l

�������������������
 
A = LLT

�"!# $�&%('*),+�-$ $.&+0/213'54"��%('$67 �89 :�<;$ 76�)3 $%=8&+0/(�>'*)?��8
8
 A@�+�4"��%5),+&B&89 $%C �+A13'ED>'GFH+I%(�*D&8>'J'01$)?�K6&�*D>��8
 L4M $%5),+I.
 

A N:O 'GPQ &;$ 0R" $�<' A��D>��8&%('7;$ S@:T�+Q),+&89 28
 L13'ED&UED>��8I%C $%C 
d
RV%('L6&'ED&89 $%C C%5),+<WXPGW?D&8
 Y4M $%5),+&.9 

L
�=@EW�ZY'=D>��8&%('7;$ S@:T�+E),+I8
 289 CD>��8&%C $%C 

d+ 1 N
[�DT<�JCH�JC@t:yWtRy@tNTDAl 8�D">AQ;F`^_<?uA>AaMdM:�F_Dr<_JYw :SBts`]A:

ai,j = 0 ∀(i, j) : |i− j| > d =⇒ li,j = 0 ∀(i, j) : i− j > d.

� J
i = d+ 2

ld+2,1 =
ad+2,1

l1,1
= 0

\



HKJ\dMDV@;D
d+ 2− 1 > d

l`��:S<_J$F_D b ^_R=QE:=BtsG]A:�@ANVcg9EF_:SQA>A:=@EDI:�N"R=>;W`J6HKJ$NVRS:=<?>29;:hF
R�Q;DrBC:S9 b D � B�JOW;c�<MDV@ i >�HKJ$NVR=aV<YD li,j b 9;> j < k

l`�0:=<_J
i− k > d

l

li,k =
1

lk,k


ai,k −

k−1∑

j=1

li,jlj,k


 .

m.^_<
ai,k = 0

l � RSNV:=Q�@;DrNPJEsAHKJ"NOR=aV<YD
li,j
DV@!RS^_B�JO@`J

i− j ≥ i− (k − 1) = (i− k) + 1 > d =⇒ li,j = 0.

� @EDrNPJ$W_:SB�JO@`J": F_D\<_JOHKJOQAJ;l
�
JY@;D
DV@A]A>A@AJOBC:0W_:SQA@;DrNPJY@`J'R=@;9;^_<_@E^E9AJ�Q`J4B�JO@;9A>Au`JO@AJ

L
s b DVW;^_]`JONVJOBC:0R=W?:hFA�

Q`JO@AJ6DVuE:=QA<_J"HKJ">;HK];>AR=WA>;@;:=W;Q`JO@`J"R=W?Dxw
Q;DVRS@5Q`J$� JO<?@;Dr9A>AHKJOu;>AaV@`J 


Nf(n) =
d∑

i=1

i∑

k=1

(2k − 1) +
n∑

i=d+1

d+1∑

k=1

(2k − 1)

=
d∑

i=1

[
2
i(i+ 1)

2
− i

]
+

n∑

i=d+1

[
2

(d+ 1)(d+ 2)

2
− (d+ 1)

]

=
d∑

i=1

i2 +
n∑

i=d+1

(d+ 1)2

=
d(d+ 1)(2d+ 1)

6
+ (n− d)(d+ 1)2 ∼ nd2 = O(nd2).

� u;:SQA<_JO@`JIQ`J6>AHo]A>ARSWA>A@;:SWAQ`JO@AJIR=W?Dxw
Q;DVRS@�Q`JM9;:=L":=QA>;:=@;DMQ`JM� JO<?@ED\9;>AHo>A9`JOQ`JY@`J
R=>;R=@;:SB�JM: Nb(n) = O(nd)

>�R=W?:hF_DrNPJO@E:=WAQEDIDr<?QA]`JO@E:=WAQ;>AaV@59;:=H�^VWA@AJO@5HKJ�>AHoR=W?:hFA�
NPJOQ;>Aa6JOWAZKD\9;>A@AcgB�:

N LLT

d (n) = O(nd2).

�������5����� �0:=<_J"9`JOHoZrW_:hFGJOBC:�BCD=F_:=W;Q`JO@`J"HKJYFgJx]`J$R
B�JY@A9A>Au`J

A =




A1,1 A1,2

A2,1 A2,2 A2,3

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Ai,i−1 Ai,i Ai,i+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
An,n−1 An,n




.

�



m.^_<2NOR=:=<?>�DO@5[VW?Dr<ODrNV:S@;:':4R49AJOHoBC:=9AQEDVR=@
n × n l�� >;9A>AQ`JO@AJMQ`J b DVW;^OW?:=QA@`JY@`JI:

d = n
>2RSW_:hF_DrNPJY@;:=W;Q;D

N LLT

MP (N) = O(d2N) = O(n2N) = O(N2).

�


